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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

И Ю Н Ь 1 9 9 3 г., Т О М 2 9 , № 6 

УДК 517.927 

Н. Б. КЕРИМОВ, Т. И. АЛЛАХВЕРДИЕВ 

ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ. II 

Рассмотрим следующую краевую задачу с одним и тем же спектраль­
ным параметром в уравнении и в граничных условиях: 

— u"(x)+q(x)u(x)=ku(x), (0.1) 

- [ р ц и ( а ) - р 1 2 ы ' ( а ) ] =k[anu(a)-ai2u'(a)], (0.2) 

- [fciu(b)-fau'(b)] = X[a2xu(b)-а22и'(Ь)], (0.3) 
где а < х < 6 , [а, b]czRy X — спектральный параметр, q(x) — действи­
тельнозначная функция из класса С[а,Ь] и a,-*, fyk^R ( / , £ = 1 , 2 ) . 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что выполняется условие 

•0612 = 0, ( — 1)4Э/ 2 а/1 — р/1 о с / 2 ) > 0, / = 1 , 2 . (0.4) 

В работе [1] доказана следующая осцилляционная 
Т е о р е м а 0.1. Существует неограниченно возрастающая последо­

вательность собственных значений А,0, Xi, ... Д л , ... краевой задачи (0.1) — 
(0.3). При этом либо при любом я = 0, 1, ... собственная функция, соответ­
ствующая собственному значению Хт имеет ровно п простых нулей в 
интервале (а, Ь), либо существует такое число no^N\J{0}, что собственная 
функция, соответствующая собственному значению Кп, при п^по имеет 
ровно п простых нулей, а при п> п0 ровно (п— 1) простых нулей в 
интервале (а, ft). 

В настоящей работе, являющейся продолжением работы [ 1 ] , установ­
лены асимптотические формулы для собственных значений и нулей соб­
ственных функций краевой задачи (0.1) — (0.3) при выполнении условия 
(0 .4 ) . 

1. Определение и свойства функции 8п(х). Пусть ип(х) —собствен­
ная функция краевой задачи (0.1) — (0 .3) , соответствующая собствен­
ному значению кп (n^N[}{0)). 

Обозначим через Д наибольший элемент множества корней линейных 
функций amkt+$mk (m, k = 1 , 2 ) . Очевидно, что дробно-линейная функ­
ция Pm(t) = ( a m 2 / + P m 2 ) (oLm\t + $ m i ) - \ m = l , 2 , имеет постоянный знак 
в интервале (А, + оо ) . Пусть pm= lim sgn Pm(t) и No — такое нату-

ральное число, что при n^No справедливо Х„> А 0 , где А 0 = 
= т а х {А, 2 с + 1}, с= max \q(x)\. 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что n^No. 

Введем угловую переменную в п ( * ) = Arctg-^~^Y~» и л и > т о ч н е е > 

в„(х) = a r g { « ; ( j e ) + m „ ( x ) } . (1.1) 

Учитывая (0 .2 ) , определяем начальное значение 

в , (a) = a r c t g J" +1^EL"- <L2> л^ац + рп I 
Д л я других х функция вп(х) задается формулой (1.1) с точностью д о 
произвольного слагаемого, кратного 2л, поскольку функции ип(х) и 
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и'п(х) не могут обращаться в нуль одновременно. Это выражение, кратное 
2л, надлежит зафиксировать так, чтобы функция Qn(x) удовлетворяла 
условию (1.2) и была непрерывной по х. Этим функция ®п{х) опреде­
ляется единственным образом [2, с. 2 4 4 ] . 

Л е м м а 1.1. ®п{х) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

6' п (х) = cos 2 6„ (х) + (К-Я (х)) s i n 2 0 n (х) (1.3) 

и является возрастающей функцией на отрезке [а, Ь]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство (1.3) доказано в [2, с. 2 4 5 ] . 

Поскольку Хп> Д 0 > 2 с + 1 при я > М ь то при всех [а, Ь] имеем 

в'п(х) > c o s 2 6 „ ( x ) + (К- \q(x) I ) s i n 2 6 n ( x ) >sin 2 e„(x) + c o s 2 0 „ ( x ) = 1. 
Этим доказано, что Qn(x) является возрастающей функцией на отрезке 
[а, Ь]. 

Из (1.1) ясно, что нули функции ип(х) совпадают с точками, в ко­
торых @п{х) кратно л. Рассматривая функцию ип(х), когда х возрас­
тает от а до Ь, видим, что она имеет нуль в точке J C E (а, Ь) в том и только 
в том случае, когда в этой точке в п ( х ) , возрастая, проходит значение, 
кратное л. 

Так как 0 < 6 п ( а ) < л, видим, что при возрастании х от а до Ь функция 
@п(х) последовательно принимает конечное число значений л, 2л, ... 
Поскольку функция ®п(х) не может, убывая, стремиться к углу, кратному 
л, то она достигает углов, кратных л, в порядке возрастания. 

Нетрудно заметить, что ип(а)ФОу и'п(а)Ф0 при n^No, и поэтому 
функция Qn(x)y вообще говоря, не принимает неположительных зна­
чений. 

Обозначим через хп, k (k== 1, 2, . . . , kn) нули собственной функции 
ип(х) в интервале (а, Ь): 

а<хп, \ <хп, 2 < • • • <хпЛп<Ь. 

Из осцилляционной теоремы 0.1 следует, что kn = n или kn=n — 1 (для 
всех достаточно больших п). Кроме того, нетрудно видеть, что 

e „ ( f r ) = a r c t g \nTtl22
 + * + (1-4) 

2. Некоторые вспомогательные соотношения. 
Л е м м а 2.1. Для собственных значений Кп краевой задачи (0.1) — 

(0.3) при n^N0 справедлива оценка 
ст2^К<с2п\ (2.1) 

где с\ и с2— некоторые положительные постоянные. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку кп> 2с+ 1 = 2 max \q(x) | + 1 

а < х < Ь 

при n^No, то из (1.3) имеем 

cos2Sn{x) + -LlnSin2en{x) ^в'п(х) < c o s 2 6 „ ( * ) + -y-^sin 2e„(*). 

Отсюда легко получить неравенство 

1 < е'*(х) з 
2 ^ c o s 2 e n ( J c ) + ^ n s i n 2 e n ( x ) ^ 2 ' 

Проинтегрировав обе части последнего неравенства от а до 6, будем иметь 

b-a < г &n(x)dx 3(6 — а ) 
2 ^ J c o s 2 6 ^ * ) + ^ s i n 2 6 „ ( j t ) ^ 2 

а 
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Производя в интеграле замену в„(х)=<р, получим 

± = ° - < Т я < Ш = ° 1 , ( 2 . 2 ) 

где 
вя(б) 

Тп = - S cos w + Xns\n ф 
вп(а) 

Поскольку в силу (1.2) и (1.4) имеем О < 0 „ ( а ) < л , лп<вп(Ь) < 
< л ( я + 1 ) , ТО справедливы оценки 

п ^ ) c o s 2 9 + X n s in 2 9 sfin 

я(л+1) 

7 Л < г d(p =

 я ( " + 1 ) 

n ^ J c o s 2 9 + ^nsin 2 9 ^lxn 

Отсюда и из (2.2) получаем 

к(п— 1) 3(ft — а ) л ( к + 1 ) ft — a 

У * * ^ 2 ' ^ ^ 2 

Из последних двух неравенств следует оценка 2л(п-\) ^ nr ^ 2 л ( д г + 1 ) 
З(Ь-а) < л / Л " ^ ft-a * 

Лемма доказана. 
Л е м м а 2.2. Пусть д(х) ^С[а, Ь] и a = to<.t\<C...<.tm<Ztm+\ = b. 

Тогда 
Ь m - l 

\q(x)dx- I q(tk)Mk = 0(<a(6)), (2.3) 

где Atk = tk+i — tk, 6 = max A^, co(6) ==S + (Oi (6) и coi (8) — модуль 

непрерывности функции q(x) на отрезке [а,Ь]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 

m — 1 / . т — 1 / * 
6 т — 1 /д m - l 

| J ^ W r f x - I q(tk)Atk\= \ \q{x)dx+[ £ \ q(x)dx-

a k = 1 a k=\ tk 

m—1 tk±\ b t\ m—\ tk+\ 

- I \ q(t„)dx] + \ q(x)dx\ < \ \q(x)\dx+ £ \ \q(x)-
/ г = 1 tk tm a k = 1 /* 

b m— 1 

-q(tk)\dx+\\q(x)\dx<,c(t\-a)+vx(b) £ btk + 
tm k=\ 

+ c(b-tm) < 2 с б + (ft — a ) © i ( 6 ) < (2c + 6 — a ) © ( 6 ) . 
Лемма 2.2 доказана. 

З а м е ч а н и е 2.1. При выполнении дополнительного условия 
<7(х) =̂ = const функция ©(б) в равенстве (2.3) может быть заменена 
функцией coi ( б ) . Это следует из того факта [3, с. 109] , что функция 
0 ) 1 ( 6 ) 

б 
на промежутке 0 < 8 < f t — а не возрастает, поэтому 

6 < — Ь ~ а

 ч < o . l ( 6 ) = c o n s t cot ( б ) , 0 < 8 < f t - a . coi (ft — а) 
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Последнее неравенство равносильно соотношению со (б) = 0 ( o ) i ( 6 ) ) , 
0 < б < 6 - а . 

3 . Асимптотические формулы для собственных значений и нулей 
собственных функций. Всюду в этом пункте предполагается, что / г ^ 
> т а х ( Л г о , A i o ) , где по — число, фигурирующее в теореме 0.1. 

Пусть wn(x)—собственная функция краевой задачи (0.1) — (0 .3) , 
имеющая п нулей в интервале (а, Ь). Через Ап обозначим собственное 
значение, соответствующее собственной функции wn(x). Из осцилляцион-
ной теоремы 0.1 следует, что или Ап = Хп (в этом случае wn(x) =ип(х)), 
или A„ = A,„+i (в этом случае wn(x) =ип+\(х)). Как и раньше, нули 
функции wn(x) обозначим через хп, k: 

а<хп, \<хп, 2 < » . < ^ л , п<Ь. 

Имеет место следующая 
Т е о р е м а 3.1. Если q(x) ^С[ау Ь] и выполняется условие (0.4), 

то справедливы следующие асимптотические формулы: 

а 

+ 2 ( / , - / 2 ) } + 0 ( n - 2 © ( n - ' ) ) ] , 

X n , k = a+ (b-a)(k-\) , 
п — о 

где со(б) = б + о>1 ( б ) , coi (б) — м о д у л ь непрерывности функции q(x) 
на отрезке [а, Ь] и 

_ L l o 1 / _ Pi2 <*=1 7Г l S S n а 22К 1\= — 

h = 

z а п 

«2.1 

«22 
если a 2 2 = # 0 , 

ElL, а22 = 0. 
«2.1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорему 3.1 будем доказывать только в 
случае агг.^О. Случай а 2 2 = 0 рассматривается совершенно аналогично. 

Как и раньше, введем функцию Qn(x) =arg(w'n(x)+iwn(x)). В силу 
леммы 1.1 она удовлетворяет дифференциальному уравнению 

в л ( ^ ) = с о 8 2 в п ( ^ ) + ( Л п - ^ ( : с ) ) 5 т 2 в л ( ^ ) (3.1) 
и является возрастающей функцией на отрезке [a, Ь]. Кроме того, 
справедливы равенства (1 .2 ) , (1.4) и 

вп(хп, k)=nk (1 < f e < A l ) . (3.2) 

В силу условия (0.4) в рассматриваемом случае р , = —1 и 

Г s g n ( a 2 i a 2 2 ) , если a2i=^=0, 
р 2 ~ ~ 1 — 1 , если a 2 i = 0 . 

Д л я простоты записи индекс п при Вп(х) и Л „ в дальнейшем будем 
опускать. 

Из (3.1) получаем 

в ' ( * ) q(x)sin2e(x) 

c o s 2 0 ( x ) + A s i n 2 6 ( x ) 7 c o s 2 6 ( * ) + A s i n 2 6 ( J t ) ' 1 * ' 

Проинтегрируем обе части последнего равенства от а до хп, ь 

У e'(x)dx л ^ 9 ( jc )s in 2 e ( jc )dx 
— Хп, 1 Л c o s 2 6 ( * ) + A s i n 2 e ( x ) ' J c o s 2 e ( x ) + A s i n 2 e ( * ) ' 

a 
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Производя в первом интеграле последнего равенства замену 0 ( * ) = ф 
и учитывая (3 .2) , получим 

Л р У q{x)sm2Q{x)dx г ач = Х п {_а_ Г 
J COS^ + A s i n ^ ) 

cos ф + Asin ф ' J cos 2e(x) + A s i n 2 & ( х ) 
6 ( a ) a 

Действуя аналогичным образом, получим 
в(б) 

г а[ф —Ь—х — [ 4(x)sin2Q(x)dx 

) c o s ^ + A s i n ^ П ш П ) cos 2 e (x )+As in 2 e (x ) 
t ( * + i ) 

f " Ф 
\ 9 1 л - 2 — = * n . * + l ~ ~ Xn> k — 
J cos ф + Asin ф я * 

x*Mf q(x)sin2e(x)dx i\<h<?„-\\ 
3 cos 2 6( jc )+As in 2 e ( j c ) l1^*^* !'-

Учитывая (1.2) и (1 .4 ) , непосредственным вычислением легко можно 
убедиться в том, что 

Г d<* 1

 a r c t g f Р ' 2 ^ ) Р ' 2 I о( 1 ) 
J co s 2 (p+As in 2 (p V A ^ « п Л + р ц / а „ Л ^ \ Л 2 / ' 

f , 1Ф

А . , = Л (1~/2) + 4 - a r c t g(VA^t f t 2 2 ) • J c o s ^ + A s i n ^ 2л/А -\/Л ^ a 2 i A 4 - p 2 i / 

в(а) 

Bib) 

J cos^p + Asin^p -л/Л 
яЛ 

s \ v а л Л + Э м / 2 p

 а 2 2 Л / л V Л^/Л ' 

Из последних семи равенств и из леммы 2.1 следует 

п *У < / (* ) s in 2 e (* )r fx _ Pig. Ш „ - 4 ч / 3 4 ) 

x * , - e - \ c o s 2 6 ( * ) + A s i n 2 e ( * ) - - ^ Л + 0 ( " Ь ( 3 - 4 ) 

а 

А х f g ( * ) s i n 2 6 ( x ) я а 2 1 . п ( п - « ) 
& J c o s 2 6 ( x ) + A s i n 2 e ( x ) 2\JX a 2 2 A + U ( n h 

(3.5) 

_ '"[' q(x)sin2e(x)dx _ n 
*„,*+. xn,k \ c o s 2 e ( j c ) + A s i n 2 e ( x ) д/Л ' 

Xn. ft 
Д о к а ж е м справедливость следующих соотношений: 

(3.6) 

* я / А + , - х Я в * = ^ + 0 ( / 1 - 3 ) ( 1 < * < я - 1 ) , (3-7) 
у л 

9 5 6 



* я . 1 - а = - - Е ! 2 г + 0 ( « - « ) , (3.8) 
а п Л 

s - — i ^ - ^ + o < " " , ) ' ( 3 ' 9 ) 

Обозначим интеграл в (3.6) через Р„, к и оценим его. Так как 

s i n 2 6 ( x ) ^ 1 (ЗЛО) 
c o s 2 e ( x ) + A s i n 2 e ( * ) ~" Л ' 

то имеем оценку 

| Я « . » К 4~ Т I ^ W I D X < 4" \ \4(x)\dx^constn-2. 

Следовательно, справедлива формула 

хп, к+1— Хп, к = + 0 ( п - 2 ) ( 1 < А : < г а — 1 ) 
Л/Л 

и, в частности, 

* » . * + i - J f » . * = 0 ( n - ' ) ( 1 < * < л - 1 ) . ( З . П ) 

Используя последнее соотношение и (3 .10) , получаем 

I / V * I < - j - " ' J+ к (х) I < const * + ^ ~ * " ' * < const n - 3 . 
* n . ft 

Отсюда и из (3.6) получим справедливость формулы (3.7) . Формулы 
(3.8) и (3.9) доказываются совершенно аналогично. 

Оценим разность 

q(x)sin2e(x)dx 

c o s 2 0 ( x ) + A s i n 2 e ( x ) 

„ t „ \ Г s in 2 6(x )d jc ., ^ , ^ 
J c o s 2 6 ( x ) + A s i n 2 e ( x ) 
ft 

Учитывая (3 .11) , (3.10) и используя хорошо известные свойства [3, с. 108] 
модуля непрерывности непрерывных функций, получим 

| / я . * к J 
I q (х) — q (хп, k) | s i n 2 0 (х) dx 

c o s 2 6 ( A : ) + A s i n 2 e ( A : ) 
*п, ft 

< Л ~ 1 ( 0 1 ( Д д : я , k)Axn, * < c o n s t M ~ 3 ( O i ( n _ 1 ) ( 1 < £ < я — 1 ) , 
где АхПу k = xn, k+i— xn, k и coi (б) — модуль непрерывности функции q(x) 
на отрезке [а, 6 ] . 

Отсюда следует, что при 1 < k < п — 1 справедливо соотношение 

"Г cosC + w J w - * ^ J ^ . + O C - ^ . ( » - ' ) ) . ( 3 . ' 2 ) 
*П, ft 

где 

£„,=T' s i n 2 e ( ^ ) ^ — ; 
x 3 t c o s 2 6 ( x ) + A s i n 2 e ( * ) 
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Теперь займемся преобразованием выражения Еп, k. Используя (1 .3) , 
получим 

e'(x)sin2e(x)dx 

Хп. к 
[ cos 2 6(JC) + A s i n 2 6 (х) ] [cos 2 6(JC) + ( Л - q (JC) ) s i n 2 6 (x) ] 

+ $ 

_ Г sin26(jc)rfe(jc) 
3 [ c o s 2 e ( x ) + A s i n 2 6 ( x ) ] 2 + 

q(x)sin4S(x)de(x) 
[cos 2e (JC) + Asin 2e (JC) ] 2 [ c o s 2 6 (*) + (A - q (JC) ) s in 2 e (JC) ] 

Таким образом, 

+ s 
E n - k = 2AVA + 

<7(jc)sin 4e(jc)d6(jc) 

[cos 2e (JC) + Asin 2 e (JC) ] 2 [ c o s 2 6 (JC) + (A - q (JC) ) s i n 2 6 (JC) ] ' 
Хя, к 

(3.14) 
поскольку 

sin 2 e(jc)d6(jc) " ( * f

+ 1 > s i n V g > _ л 
J [ c o s 2 6 ( j c ) + A s i n 2 e ( j c ) ] 2 \ (cos 2 <p+Asin 2 <p) 2 2Лл/Л ' 

Оценим интеграл в (3 .14) . Имеем 

' * * ? ( j c ) s i n 4 e ( j c ) d 6 ( j c ) < 

[ cos 2 e ( JC) + Asin 2e (JC) ] 2 [cos 2e (JC) + (A - q (JC) ) s i n 2 6 (JC) ] 

sin 4e(jc)d6(jc) 
^ c o n s t s [ c o s 2 e ( J c ) + A s i n 2 e ( J c ) ] 3 

n ( k t l ) s inW<p const ^ . _ 5 = const V — ^—. \ T о . о = n г- < const n 5 

(cos 2cp + Asin 2 (p) 3 A 2 V A 

Отсюда и из (3.14) следует, что при 1 < : & < п — 1 справедливо соотно­
шение 

В силу (3.12) и (3.15) 

q{x)s\x\2®{x)dx пд(хп, к) _3 

c o s 2 6 (JC) + A s i n 2 6 (х) 2ЛУЛ 
+ 0 ( A I - 3 C O ( M - 1 ) ) , 

где ( о ( б ) = 6 + c o i ( 6 ) . Отсюда и из (3.6) приходим к выводу, что при 
1 < & < я — 1 имеет место равенство 

Y Y лд(хп,к) _ я П(п-*м(п-1\\ 
2 Л у Л л/Л 
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Следовательно, 

* = 1 
У А . Л / Л 

(3.16) 

Из (3.7) получаем формулу 

- ^ = Д л : л , * + 0 ( , г - 3 ) ( 1 < Л < л - 1 ) . 
-у/Л 

Отсюда и из леммы 2.2 следует, что 

"l гс^'* = l'^^ * ) Д ^ . * + 0 ( » ~ 2 ) = J < 7 W ^ + 0((o(n-')). 
fe=l * Л = 1 а 

В силу последнего и (3.16) 

ь 
хп, п - х п , ?(*)<** = " К " 0 + О ( л - 2 с о ( / г - ' ) ) . (3-17) 

а 

Суммируя (3 .8) , (3.9) и (3 .17) , получим 

или 

л ( " - у ) 
Л / Л 

где 

= ( 6 - а ) [ l - ^ + О ( л - 2 с о ( п - ' ) ) ] , (3.18) 

а 

Из (3.18) следует справедливость следующих соотношений: 

„ ( п - 1) 

- ( L , У^ + Х + ^ ( " - 2 - ( " - ' ) ) ] . (3-19) 
Л = 

\ ь—а j i • л 
1 6 _ а + 0 ( л - 3 ) , (3.20) 

Х = ( - 7 ^ Т Т ) 2 + 0 ^ - < 3" 2 1> 

Принимая во внимание (3.19) и (3 .21) , окончательно получаем асимпто­
тическую формулу для собственных значений в рассматриваемом случае: 
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Перейдем к выводу асимптотических формул для нулей собственных 
функций. 

Воспользовавшись равенством (3 .20) , из (3.7) и (3.8) получим фор­
мулы 

хп% х = а + 0{п-2)у (3.22) 

* n , * + i - * n , * = 7—772 + ° ( " ~ 3 ) ( 1 < А < л - 0 - (3.23) 

В силу (3.23) имеем 

I ( x n , k + l - x n f k ) = +0(п~2) ( 1 < т < я - 1 ) , 
k=\ 

или, что то же самое, 

хп, rn+x=xn, i - f _ j _ Q ( n - 2 j ( 1 ^ т < / г — 1 ) . 

Используя (3 .22) , из последнего соотношения получаем 

x n , m + l = a +
 {b

nZf/2 +0(п~2) ( 1 < т < д г - 1 ) . (3.24) 

Сравнивая (3.22) и (3 .24) , приходим к формуле 

xn,k = a+ ( Ь ~ ^ / 2 Х ) +0(п-2) (1<к<п). 

Теорема 3.1 доказана. 
З а м е ч а н и е 3.1. При выполнении дополнительного условия 

<7(x)=^const функция со (б) в асимптотической формуле для собствен­
ных значений может быть заменена функцией оси (б) (см. замечание 2 Л ) . 

З а м е ч а н и е 3.2. Асимптотические формулы для нулей хп, \ и 
хп, п могут быть уточнены. Например, в случае а 2 2 = ^ 0 , используя (3 .8 ) , 
(3 .9 ) , (3.20) и (3 .21) , легко можно получить следующие формулы: 

•̂-•-̂ ЫЗяг),+°<"-,>-
*—«+ V - V + £(стг)'+°''-,>-' 
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