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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

1 9 9 6 . Т . 3 2 , № 5 . С . 5 9 1 — 5 9 8 

УДК 517.984.5 

О БАЗИСНОСТИ И РАВНОМЕРНОЙ МИНИМАЛЬНОСТИ СИСТЕМ 
КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ. III 

Н . Б . КЕРИМОВ 

Настоящая работа является непосредственным продолжением [1, 2], в которых рассмотрен 
вопрос об отсутствии конечных точек сгущения последовательности собственных значений и 
равномерной ограниченности ранга собственных функций оператора Lu~u(n)+pi(x)u(n~l) +... 
• • - + Рп(х)и с комплекснозначными коэффициентами Pj(x) 6 L\(G) (j = 1 ,п ) . Здесь исследу­
ется распределение собственных значений оператора I и , в частности, доказано, что известное 
условие о "сумме единиц" (см. [3, 4]) является необходимым условием для равномерной мини­
мальности в LP(G), 1 < р < оо (а следовательно, и базисности в LP(G), 1 < р < оо ) , систем 
корневых функций оператора L . 

8. Распределение собственных значений. Справедлива 
Т е о р е м а 8.1. Пусть {ик(х)} — произвольная равномерно минимальная в LP(G) си-

стема СПФ оператора ( 1 . 1 ) . Тогда существует положительная постоянная Д такая, 
что для произвольной А 6 С количество собственных функций, соответствующих тем 
собственным значениям Хк , для которых \Xk — А| < А(1 + [Al^"" 1 ^" ) , не превосходит п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

c 0 = ( l / n ) [ ( n + l ) / 2 ] | | p 1 | U l ( o ) , (7 = inf{<Uet(t^MZ,V V ( u , : j € N \ { * } ) ) : * € N } . (8,1) 

Так как {uk(x)} — равномерно минимальное в LP(G) семейство, то очевидно, что а > О. 
Рассмотрим случай с 0 < 1. Пусть G = (а; 6 ) . Положим 

п 

QiOO = Е <=2 = ап(1 - с0)/(4(6 - а)(п + 1)[(п + 1) /2] ) , 

До = m a x { l , ( 2 ( n ( l - cQ))~l[(n + l ) / 2 ] | | g 1 | U l ( c ? ) ) n } . (8.2) 

Сначала докажем справедливость следующего утверждения: 
E i ) для произвольной А € С , |А| > Д 0 , количество собственных функций, соответству­

ющих тем собственным значениям \ к , для которых |A* - А| < с2\Х\(п~хМп, не превосходит 
п. 

Предположим, что э то утверждение неверно. Тогда существуют число А 0 € С , |А 0 | > Ясь 
и собственные значения A* m (m = l , n + 1 ) такие, что \Хкгп - А 0 | < с 2 | А 0 | ( п " " 1 ) / п , и система 
{икт(х)} состоит только из собственных функций. Очевидно, что А* т = А 0 + c 2 7 7 m | A 0 | ( n ~ 1 ^ n , 
и, следовательно, 

Lukn + Х0икт = -c2Vrn\Xo\{n-l)/nukm> (8.3) 

где \r)m\ < 1 ( т = l , n + 1 ) . 
Положим Wm(x) = икт(х) (т = l , n + 1 ) . Тогда из (8.3) получим, что почти всюду в 

G выполнены равенства LWm + X0Wm = - c 2 i ? m | A o | ( n , " 1 ) / n W m (т = 1 , п + Г) или, что то же 
самое, 

W£\z) + \0Wm(x) = -C2Vm\X0\{N~1),NWm(x) - J2PAX)W£-T)(X) ( m = W T ) . (8.4) 
т=1 
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Пусть />п = А 0 и ро 6 Т м . Для функций W m ( s ) ( m = 1 , п + 1 ) будем использовать 
представление (6.2). В силу (8.4) имеем 

+ C^jKlZ(x,t,p0)Wm(t)dt, (8.5) 

где а < я < 6, a = 0, и - 1, m = 1, n + 1, | 0 m | < 1. 
Постоянные / ? l 5 / ? 2 , . . . , /? n+i определим из системы уравнений 

п+1 
(8.6) 

m=l 

которая является линейной однородной и состоит из п уравнении, а число неизвестных равно 
п+1. Следовательно, эта система имеет нетривиальные решения, и поэтому можно считать, 
что 

п+1 

Е I A J / °- (8.7) 
т = 1 

Из представления (8.5) следует, что при а < ж < 6 и з = 0,п - 1 справедливы 

Е РМХх) = Е Е 0 т Я £ т e x p ( P o w a x ) + 
т=1 т=1 а=1 

+ - 4 з г fe.(M,/V>X>^^^^ (8.8) 
ПР0 { т = 1 m=l " ^ т = 1 а а 

Поскольку первое слагаемое в правой части (8.8) в силу (8.6) равно нулю, то с учетом 
оценки (5.3) при а < х <Ь и s = 0,n ~ 1 имеем 

п+1 

Е A n W £ > ( « ) * ^ [ ^ { и Г - т + ^ Ы 4 / Е I / U H M 0 I * } , (8.9) 
т=1 Л т=1 

где 

_ т=1 m=l 
л . (8.10) 

Умножая обе части соотношения (8.9) на функцию \рп„8(х)\ и интегрируя полученное нера­
венство по х о т а до Ь с последующим суммированием цо индексу 5 ( s = 0 , n - l ) , получим 

' ^ l E l P o r 1 - jlPn-.^dxlT + cMr1 / Е I A . | | W m ( 0 | A J . (8-11) Т < 1 

Оценим коэффициент в правой части неравенства (8.11). Поскольку |/>0| > R]JN , то , согласно 
определению Qi(x) и Д 0 из (8.2) и с 0 из (8.1), имеем 

п - 1 6 п * 

~ Е И * + 1 " п
 / Ь п - . ( х ) | Ах = i [!L±i] ||| P l|| i l ( G ) + £ l^ol1- У | p . ( « ) | da:} < 

П 
! L ~ I ] { l b i l U a ( G ) + ^"HQallz,^)} < Co + 

1 - c 0 1 + c 0 
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Отсюда и из неравенства (8.11), учитывая, что с 0 < 1, следует оценка 

Т < ЦЦ̂ |/>оГ1 /Е \Pm\\Wm(t)\ А . 
1 - С 0 J Г Г , 

(8.12) 
т = 1 

Используя (8.9) при 5 = 0 , а также (8/10), (8.12), получим для а < х <Ь оценку 

£ P™Wm(x) 2с, 
п(1 - с 0 ) 

7 1 + 1 
] / Е 1 А - 1 1 ^ » ( 0 1 А . 

- т = 1 

из которой очевидным образом следует оценка 

w ( \ ^ 2 с 2 ( 6 - а ) ^ Г п + 1 1 ^ , д 

Таким образом, 

т = 1 m=l 

n+1 

С другой стороны, в силу леммы 2.1 справедливо неравенство 
п + 1 

п + 1 
LP(G) > (*/(п+ 

+ 1 ) ) 1С | / ? m | | | W m | U P ( G ) « Сравнение последних двух неравенств с учетом справедливого в силу 
m=l 

п + 1 

условия (8.7) неравенства £ l / ? m | | | W m | | i , P ( G ) > 0 дает а/(п+ 1) < (2с 2 (6 - а ) / (п (1 - с 0 ) ) ) [ ( п + 
* п = 1 

+ 1) /2 ] , что противоречит определению числа с 2 (см. (8.2)) . Таким образом, утверждение 
Ег) доказано. 

Пусть {икг(х)} — система, состоящая из всех собственных функций щг(х), принадле­
жащих системе {ик(х)}. В силу теоремы 4.2 последовательность { А * г } н е имеет конечных 
точек сгущения. Из утверждения Ег) следует, что если А € С и |А| > А 0 , то количество 
собственных значений А * г , удовлетворяющих неравенству 

I V - А| < c2\X\^^ (8.13) 

не превосходит п . Пусть 6г = min { |А* г - А * т | / 3 : Хкг ф А * т , \Хкт\ < 2 Д 0 , | А * т | < 2 Д 0 } , 
<52 — m i n { * i , J ? 0 } . Очевидно, что 6г > 0 и 62 > 0 . 

Докажем справедливость утверждения 
Е 2 ) если А € С и |А| < А 0 , то количество собственных значений А*г /удовлетворяющих 

неравенству |Ад.г - А| < £ 2 , не превосходит п . 
Поскольку одному собственному значению может соответствовать не более чем п собствен­

ных функций, достаточно доказать, что из неравенств |А| < А 0 , |Ад.г - А| < 67, \Хкт - Х\<82 

следует Хкг = Хкт . Пусть Хкт ф Хкт . Тогда в силу определения числа 62 имеем | А Л г | < 
< \Хкг - А| + |А| < ё2 + До < 2Д 0 , |A f c J < \Хкш - Х\ + |А| < 62 + Д 0 < 2 Д 0 . Отсюда и из 
определения числа 6Х получим, что 0 < 36г < \Xkr - Хкт\ < \Хкг - А| + |А* т - А| < 262 < 26г. 
Полученное противоречие доказывает равенство Xkr = Хкт . 

Положим 
Д = m i n { * a / ( l + Л 0

п ~ 1 ) / п ) , с 2 / 2 } . (8.14) 

Пусть А € С и 

I V - А| < Д(1 + l A I ^ - 1 ) / " ) . (8.15) 

Докажем, что если |Aj < R 0 , т о из неравенства (8.15) следует |А* - А| < 62 . Действительно, 
в силу (8.14) \Хкг - А| < Д ( 1 + Л о " - 1 ^ " ) < * а (1 + н£'1),п)/(1 + Л 0 " ~ 1 ) / п ) = 62. 
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Теперь докажем, что если |А| > R0 , то из неравенства (8.15) следует (8.13). В самом деле, 
поскольку R0 > 1, то в силу (8.15), (8.14) имеет место неравенство |А* г - А| < 2 A | A | < n - W n < 
< 2 ( c 2 / 2 ) | A | ( n " " 1 ) / n = с2\Х\^п'1^п. Доказательство теоремы 8.1 в случае с 0 < 1 завершено. 

Пусть с 0 определено равенством (8.1) и с 0 > 1. Докажем, что теорема 8.1 справедлива и 
в этом случае. Известно [5, с 15], что существует многочлен Ф(х), обладающий свойством *) 

( 1 / п ) [ ( п + 1 ) / 2 ] | | Р 1 - Ф | | м с ) < 1 . (8.16) 

Полагая 
X 

У » М = мер ( i ^ ( . ) < t t ) (* = 1 ,2 , . . . ) , (8.17) 
а 

получаем, что { У * ( # ) } является в указанном нами обобщенном смысле системой СПФ неко­
торого оператора IV = + qx(x)V^n"^ + ... + qn(z)V, где qx(x) = рх(х) - Ф(х), функции 
q2(x),.,..,qn(x) принадлежат классу LX(G) и выражаются через функции Pj(x) (j = T~n), 
$W(x) ( s = 0,n - 1 ) . Кроме того, почти всюду в G удовлетворяются уравнения: lVk + XkVk = 
= 0 (если ик(х) — собственная функция) и lVk + XkVk = V^*) (если ик(х) — присоединенная 
функция). Из (8.17) и оценки 

О < min 
а<яр<6 

х х 

ехр ( 1 / * ( 0 Л) | < ш « | exp ( I / Ф ( . ) л ) 
< ОО 

следует, что семейства {и^(ж)} и { V ^ ( x ) } одновременно равномерно минимальные в LV(G). 
Заметим, что если Vk(x) — собственная функция оператора / , соответствующая собствен­

ному значению А* , т о ик(х) — собственная функция оператора L , соответствующая собствен­
ному значению А*. Верно и обратное утверждение. Кроме того, в силу (8.16) справедливо 
равенство с'0 = (l/n)[(n+l)/2]\\qx\\Ll(G) = (l/n)[(n+l)/2]\\px-$\\Ll(G) < 1. Отсюда и из сказан­
ного выше следует справедливость утверждения теоремы 8.1 и в случае с 0 > 1. Теорема 8Л 
полностью доказана. 

Т е о р е м а 8.2. Пусть {ик(х)} —произвольная равномерно минимальная в LP(G) систе­
ма СПФ оператора (1-1)- Тогда существует положительная постоянная ё такая, что для 
произвольного /х 6 С количество собственных функций, соответствующих тем спектраль­
ным параметрам \hk , для которых 

| М - V\ < (8Л8) 

не превосходит п и 2п при четных и нечетных п соответственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 8 является положительным корнем уравнения 

2п-хп6(1 + 6)п~1 = А , (8.19) 

где Д — число, фигурирующее в формулировке теоремы 8.1. Поскольку F(t) = 2 n ~ l n t ( l + 
+t)n~1, t > 0 ) — строго возрастающая функция и F (0 ) = 0 , то уравнение (8.19) имеет 
единственный корень. 

Используя (8.18) и (8.19), оценим модуль разности /гк - /х п : 

j = 0 j=0 i = 0 

< п6{6 + И)"- 1 < п6(1 + 8)п~1(1 + ИГ""1 < 2п~гп6(1 + 6)п~\1 + И*-1) = Д(1 + И"" 1). (8.20) 

Предположим, что п — четное число и выполнено (8.18). В силу (1.4) собственное значение 
Хк связано с числом \ik соотношением А* = - ( - 1 ) п / 2 / х ] ь . Пусть А = - ( - 1 ) п / 2 / / п . Используя 
(8.20), оценим модуль разности Хк - А : 

|А* - А| = | - {-IT12Л + ( - i ) n / V I - \Л - мп1 < Д(1 + И"" 1) 
Идея исследовать случай с0 > 1 с помощью аппроксимирующего многочлена принадлежит Л. В. Крицхову. 
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или, что то же самое, |А* ~ А| < Д(1 + | А | ( п ~ 1 ) / п ) . Отсюда и из теоремы 8.1 получаем спра­
ведливость утверждения теоремы 8.2 при четных п. 

Предположим, что п — нечетное число и выполнено (8.18). В силу (1.4) собственное 
значение Хк связано с числом (лк соотношением 

_ Г гр#, если Im Хк > 0, ( . 
A * ~ \ ~ i > £ , еслм1тА*<0. К > 

Числа А* и А* определим следующим образом: А* = щп , А* = -i\in . Докажем, что справед­
ливо или неравенство 

| А * - А . | < Д(1 + | А . | < Й - 1 > ' П ) , (8.22) 

или 
|А Л — А*| < Д(1 + | А * | < п - 1 ) / п ) . (8.23) 

Действительно, в силу (8.21) и (8.20) имеем |А* - А ф | = ~ щ п \ - |/х? - цп\ < Д(1 + И"" 1) = 
= Д(1 + t A , ! ^ - 1 ) / " ) (если Im А* > 0) и |А* - А"| = | - itf + щп\ = - < Д(1 + \(л\»~1) = 
= Д(1 + | А * | ( П ~ 1 ) / , П ) (если Im Хк < 0 ) . Таким образом, из соотношения (8.18) следует или (8.22), 
или (8.23). Отсюда и из теоремы 8.1 получаем справедливость утверждения теоремы 8.2 и при 
нечетных п. Доказательство теоремы 8.2 завершено. 

З а м е ч а н и е 8.1. Теорема 8.2 допускает уточнение. В действительности, как видно из до­
казательства теоремы 8.2, при нечетных п для произвольного \i € С количество собственных 
функций, соответствующих тем спектральным параметрам \ik , для которых \/лк — /х| < 6 и 
Im Хк > 0 или Im Хк < 0, не превосходит п . 

З а м е ч а н и е 8.2. Аналогичный теореме 8.2 результат для дифференциального оператора 
порядка п < 4 при условии р\(х) = 0 получен в [6]. 

Из теорем 7Л, 8.1 и 8.2 вытекают 
С л е д с т в и е 8Л. Пусть {ик(х)} — произвольная равномерно минимальная в LP(G) си­

стема СПФ оператора (1.1) и выполнена ацтиаприорная оценка (1.6). Тогда существует 
положительная постоянная Д такая, что для произвольного А £ С количество тех соб­
ственных значений Хк , для которых \Хк — А| < Д(1 + | А | ( П ~ 1 ^ П ) . равномерно ограничено. 

С л е д с т в и е 8.2. Пусть выполнены условия следствия 8.1. Тогда существует поло­
жительная постоянная ё такая, что для произвольного ц £ С количество тех fik , для 
которых \fik — /л\ < 6, равномерно ограничено. 

9, Вспомогательное утверждение о покрытиях. Прежде чем перейти к формулиров­
ке вспомогательного утверждения, введем некоторые обозначения. Пусть > 0, 0 < 6 < / х + 1 , 
D((i,b) = {z € С : \i < \z\ < \х + 1, Re г > 0, 0 < Im z < ft}, iV(^,6 ,e) — минимальное количе­
ство квадратов со стороной е > 0 , покрывающих множество /? ( / / , 6). 

Л е м м а 9.1. Имеет место неравенство 7V(/z,6,е) < С{е){1 + Ь), где С(е) —постоянная, 
зависящая только от е . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (л < е. Нетрудно видеть, что множество D{fi^b) содержится 
в квадрате П — { г £ С: 0 < Re г < 1 + £, 0 < Im z < 1+е}. Множество П , а следовательно, и 
D(fjL)b) при /л < е могут быть покрыты ([(1 + е)/е] + I ) 2 квадратами со стороной е . Таким 
образом, 

i V ( / i , M ) < ( 2 + l / e ) 2 ( / ! < € ) . (9.1) 

Пусть b < е < ц. Заметим, что множество Z?(/x, ft) содержится в прямоугольнике П' = 
= {z € С : V/л2 — е2 < Rez < fi + 1, 0 < Im z < e}> который может быть покрыт не более чем 

+ 1 - y/fi2 ~ е2)/е] + 1 квадратами со стороной е, где квадратная скобка означает целую 
часть. Следовательно, в рассматриваемом случае N{fi,b,e) < [(/z + 1 - у//л* - s2)/e] + 1 < 
< l/e + е/{/л + ^ц2 -e2) + 1 < l/e + e/\i+ 1 < 2 + l / e . Таким образом, 

N(fi,b,e)<2+l/e {Ь<е<(л). (9.2) 

Пусть e < ft < /л и Пр = {z e С : - ft2 < Re г < у/{ц + l ) 2 - (ft - e)2, ft - e < haz < ft}, 
П> ^ {z EC: s/v2 - {je)2 < Rez < ^ + I)2 - {{j - l)e)2, {j - l)e < Imz < je}9 где j = 
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= 1 ,2 , . . . , [b/e]. Легко проверить, что 

[Ь/е] 

# ( M ) c l J n i - (9.3) 

Каждый прямоугольник П, (j = 1, [6/g]) можно покрыть не более чем щ = 
= + I ) 2 ~ ( ( j - l ) g ) 2 ~ v f f i ~ ( J g ) 2 ) / € 1 + а прямоугольник П 0 — не более чем п 0 = 
= [(\Дм + I ) 2 ~ (Ь ~ е)2-у/1*2 - 6 2 ) / е ]+1 квадратами со стороной е . Отсюда и из (9.3) следует, 
что 

[»/«] 
# ( м , М < £ " ; (9.4) 

i=o 

Оценим сверху величины rij: 

n i < 1 + ( ( / « + l ) 2 - м я + ( j e ) 1 - (0' " l ) e ) ' ) / ( e ( > / ( M + l ) ' - ( 0 ' - l ) e ) ' + - О '*) 2 ) ) < 

< 1 + + 1 + 2 j e 2 ) / ( e > / ( M + l ) a - ( ( j - l ) e ) a ) < 

< 1 + (2/i + 1 + 2be)/(ey/(p + l ) 2 - ( ( j - I ) * ) 2 ) (i = W ) , 

no < 1 + ( ( / . + l ) 2 - /x2 + 6 2 - (6 - е)2)/(£(У(м+1)2~(Ь-£)2
 + x / ^ 1 7 ^ ) ) < 

< 1 + (2/i + 1 + 2be)/{ey/(fi + \y-b2). 

Следовательно, в силу (9.4) при е <b < fi имеем 

v / A w i x f ^ l x 2 / х + 1 + 26е 2 / х + 1 + 2бе [ ^ ] е 

< t ( > , 2/i + 1 + 2Ье + 2/х + 1 + 26е jf dar 

е e v ^ + i ) i - b » е 2 ^ y i , , У ( М + 1 ) Я - * Я 

6 2р+1 + 2be 2/х + 1 + 26g f dx 

~ + 1 + е^/(ц+1)>-Ъ>+ £2 У > / ( 0 + l ) a - * a ' 
Таким образом, 

JV(/x, 6, е ) < 1 + Ь/е + (2/х + 1 + 2Ье) / (е̂Дм + I ) 2 - б 2 ) + 

+ ( ( 2 / i + l + 2 b £ ) / e 2 ) a r c s i n ( 6 / ( i i + l ) ) (е < Ь < ц). (9.5) 

Будем использовать следующие легко доказываемые неравенства: 

a r c s i n t < 2 t ( 0 < < < 1) , 2ц+1 + 2Ье < /х(2 + 2е + 1/е) и 2р + 1 + 2Ье < ( /х+1)(2 + 2е) (е < Ь < ц), 

1, если / * < 1 и 0 < 6 < / х 

< | 2, если / х > 1 и 0 < 6 < ( / х + 1) /2 • < 26 + 2 (0 < Ь < ц). 
Jlu + l ) 2 - б 2 , 

' 2 6 - 1 , е с л и / 1 > 1 и (/х + 1) /2 < 6 < / х J 

Из последних неравенств и (9.5) получим, что при е < 6 < ц имеет место оценка 

N(fi,Ь,е)<1 + Ь/е + (1 / е ) (2 + 2е + 1/е)(26 + 2) + 26(2 + 2 £ ) / £

2 < (5 + 9/е + 6/е2)(1 + 6). (9.6) 

Пусть е < / х < 6 < / х + 1 . В этом случае область D(fi, 6) содержится в объединении 
областей D(fi,fi) и П'0 = { z G С: 0 < R e z < ц + 1, /х < Im z < fi + 1 } . Прямоугольник Щ 
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можно покрыть не более чем (1 + + [{fi + квадратами со стороной е . Отсюда и 
из (9.6) получим, что при e<fi<b<fi + l справедлива оценка 

Л Г ( , | , М ) < N(fi,fi,e) + (1 + 1 /е ) (1 + (fi + l)/e) < 

< (5 + 9/£ + 6 /е 2 ) (1 + м) + (1 + 1/Ю2(1 + V) < (6 + П / е + 7 /£ 2 ) (1 + Ь). (9.7) 

Требуемая оценка следует из сопоставления оценок (9.1), (9.2), (9.6), (9.7) и при этом С(е) = 
= 6 + 11/е + 7 / £ 2 . Доказательство леммы 9.1 завершено. 

10. Об условии "сумма единиц". Справедлива 
Т е о р е м а 10.1. Пусть {щ(х)} — произвольном равномерно минимальная в LP(G) си­

стема СПФ оператора (1.1) и выполнена антиаприорная оценка (1.6). Тогда существует 
положительная постоянная С* такая, что для любого fi > 0 справедливо неравенство 

£ 1 < С Г ( 1 + sup \\mfik\). (10.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть fi > 0 и b(fi) = sup |Imji*|, D(fi) = {z 6 С : ц < 
Р<\ры\<1*+1 

< \z\ < fi + 1, | Imz | < 6(/г), -7г / (2п) < a r g 2 < Зтг/(2п)}. Из определения (1.4) числа fik 

следует, что ~ 7 г / ( 2 п ) < arg//j. < Зтг/(2п), поэтому если /х < < + 1, т о fik 6 # ( д ) . В 
силу леммы 9.1 область D(fi) можно покрыть не более чем 4С(£ \ /2 ) (1 + b(fi)) квадратами, 
длины сторон которых где 6 — число, фигурирующее в формулировке теоремы 8.2. 
Радиус окружности, описанной около квадрата со стороной #л/2> равен ё, Таким образом, 
область D(fi) можно покрыть семейством кругов радиуса 6 и количество N(/i) таких кругов 
не превосходит числа АС (6 у/2)(1 + b(fi)). Пусть & ,&vo*) —центры этих кругов. В силу 
следствия 8.2 £ 1 < С 3 (j = 1, JV(^)), где С 3 — некоторая положительная постоянная. 
Таким образом, 

Е 1 = Е ^Е Е i s 

< С3 £ 1 = C s iV( / i ) < 4С 3 С(<5^2)(1 + & М ) = С*(1 + sup |Im,t*|), 

где С{ = 4 С 3 С ( ^ л / 2 ) . Доказательство теоремы 10.1 завершено. 
С л е д с т в и е 10.1. Пусть выполнены условия теоремы 10.1 и справедливо карлеманово 

условие sup |Im fik\ < оо . Тогда существует положительная постоянная С* такая, что 
к 

для любого fi > 0 справедливо неравенство 

£ 1 < С \ (10.2) 
P<I/**I<M+I 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По предположению выполняется карлеманово условие, т . е . jlm | < 
< С 4 , где С 4 — некоторая неотрицательная постоянная. Отсюда и из оценки (ЮЛ) получаем 
неравенство (10.2), и при этом С* = С*(1 + С 4 ) . 

11. Некоторые замечания и частные случаи. В теоремах 4.1, 7.1, 8.1, 8.2 и следстви­
ях 8,1, 8.2, 10.1 условие равномерной минимальности системы {ик(х)} может быть заменено 
на любое из следующих условий: 

а) система {щ(х)} замкнута в LP(G) ( 1 < р < оо ) и существует система {vk(x)}, биор-
тогонально сопряженная к системе {щ(х)} и такая, что sup | | « * | | ^ (G)||vfc||i,,(G) < ° ° ! 

б) система {ик(х)} образует базис пространства LP(G), 1 < р < оо . 
Справедливость этого утверждения следует из С) и Д) (см. [1]). 
Особый интерес представляет случай п = 2 и р = 2 . В дальнейшем символом L* обозна­

чим оператор, формально сопряженный к оператору L . 
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Т е о р е м а И Л (критерий базисности при п = 2) . Пусть рх(х) £ DX(G), р2(х) £ LX(G), 
{ик(х)} — произвольная полная в L2(G) и минимальная система, состоящая из СПФ опе­
ратора Lu = и" + px(x)uf + Р2(х)и, и пусть выполнены следующие условия: 

1) ранг собственных функций равномерно ограничен; 
2) система {vk(x)}, биортогонально сопряженная в L2(G) к {щ(х)}, состоит из СПФ 

оператора L* и полна в L2(G). 
Тогда необходимым и достаточным условием базисности в L2(G) системы {щ(х)} яв­

ляется существование постоянных М0 и Ми обеспечивающих справедливость неравенств 
для всех номеров к 

| I m ^ | < Mo, ||tt*||MG)||t;*|U,(G) < Мх. ( И Л ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость первого условия ( И Л ) доказана в работе [7], а необ­
ходимость второго условия хорошо известна (см., например, [8, с. 372]). 

В работе [9] доказано, что если выполняются все условия теоремы И Л , то даже для без­
условной базисности в L2(G) системы СПФ оператора Lu = и" +рх(х)и' + р2(х)и достаточно 
существования постоянных М 0 , Мх и С*, обеспечивающих справедливость неравенств (11.1), 
(10.2). Кроме того, в силу следствия ЮЛ и замечания, высказанного в начале настоящего пунк­
та, из условий ( И Л ) вытекает условие (10.2). Следовательно, условия ( И Л ) достаточны для 
базисности в L2(G) системы СПФ оператора Lu = и"+рх(х)и'+р2(х)и. Теорема И Л доказана. 

Т е о р е м а 11.2. Пусть выполняются все условия теоремы 11.1. Если система {щ(х)} 
образует базис пространства L2(G), то она также образует безусловный базис этого 
пространства. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 3 работы [7] и теоремы 11.1 следует, что необходимые 
условия для базисности в L2(G) системы СПФ оператора Lu = и" + рх{х)и' + р2(х)и одно­
временно являются достаточными условиями безусловной базисности этой же системы, что и 
доказывает теорему 11.2. 

Отметим, что аналогичный теореме 11.2 результат для почти нормированных базисов про­
странства L2(G) из СПФ дифференциального оператора второго порядка получен в [10]. 

Автор признателен В.А. Ильину за полезные обсуждения результатов этой работы. 
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