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2006 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Том 197, № 10

УДК 517.927.25

Н. Б. Керимов, З. С. Алиев

Базисные свойства одной спектральной задачи
со спектральным параметром в граничном условии

В работе рассматривается граничная задача

y(4)(x)− (q(x)y′(x))′ = λy(x), 0 < x < l,

y(0) = y′(0) = y′′(l) = 0, (aλ + b)y(l) = (cλ + d)Ty(l),

где λ – спектральный параметр, Ty ≡ y′′′− qy′, q(x) – строго положитель-
ная и абсолютно непрерывная функция на [0, l], a, b, c, d – действительные
постоянные, удовлетворяющие условию bc − ad > 0. Изучаются осцил-
ляционные свойства собственных функций и выводятся асимптотические
формулы для собственных значений и собственных функций. Исследуют-
ся базисные свойства в Lp(0, l), 1 < p <∞, системы собственных функций.

Библиография: 20 названий.

Рассмотрим краевую задачу

y(4)(x)− (q(x)y′(x))′ = λy(x), x ∈ (0, l), (0.1)

y(0) = y′(0) = y′′(l) = 0, (0.2)

(aλ+ b)y(l) = (cλ+ d)Ty(l), (0.3)

где λ – спектральный параметр, q(x) – строго положительная и абсолютно
непрерывная функция на промежутке [0, l], Ty ≡ y′′′ − qy′ и a, b, c, d – дей-
ствительные постоянные. Задачи такого типа встречаются в механике. Если
в граничном условии b = c = 0, d = 1, то краевая задача (0.1)–(0.3) возникает
при описании поперечных колебаний маятника, образованного из вертикально
расположенного однородного стержня с защемленным верхним концом и с гру-
зом на нижнем конце, масса которого равна −a; при этом учитываются упругие
реакции не только на прогиб, но и на растяжение [1] (см. также [2]). Более пол-
ные сведения о физическом смысле задач подобного типа можно найти в [3].

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что выполняется условие

σ = bc− ad > 0. (0.4)

Настоящая работа посвящена исследованию базисных свойств в простран-
ствах Lp(0, l), 1 < p <∞, системы собственных функций краевой задачи (0.1)–
(0.3).

Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных операторов со спек-
тральным параметром в граничных условиях в различных постановках изуча-
лись во многих работах (см., например, [1], [4]–[12]). В [8]–[12] исследованы
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базисность в различных функциональных пространствах системы собственных
функций спектральной задачи Штурма–Лиувилля со спектральным парамет-
ром в одном из граничных условий.

Для изучения свойств базисности системы собственных функций краевой
задачи (0.1)–(0.3) в пространствах Lp(0, l), 1 < p <∞, нам необходимо привле-
чение осцилляционных свойств собственных функций этой задачи.

§ 1. Некоторые вспомогательные факты

Введем краевые условия (см. [13; § 1])

y(0) = y′(0) = 0, y′(l) cos γ + y′′(l) sin γ = 0, (0.2′)

y(l) cos δ − Ty(l) sin δ = 0, (0.3′)

где γ, δ ∈ [0, π/2].
Наряду с краевой задачей (0.1)–(0.3) рассмотрим краевую задачу (0.1), (0.2′),

(0.3′). Задача (0.1), (0.2′), (0.3′) в более общей постановке рассмотрена в [13].
В работе [13] исследуются осцилляционные свойства собственных функций и
их производных, отвечающих положительным собственным значениям. Полу-
ченные в [13] результаты основаны на лемме 2.1 из [13], которая справедлива
только при положительных значениях спектрального параметра. Предложе-
ный нами метод исследования осцилляционных свойств позволяет получить
соответствующие результаты также и для неположительных значений спек-
трального параметра.

Как и в [13], для изучения осцилляционных свойств собственных функций
краевой задачи (0.1)–(0.3) будем использовать преобразование типа Прюфера
следующего вида: 

y(x) = r(x) sinψ(x) cos θ(x),

y′(x) = r(x) cosψ(x) sinϕ(x),

y′′(x) = r(x) cosψ(x) cosϕ(x),

T y(x) = r(x) sinψ(x) sin θ(x).

(1.1)

Уравнение (0.1) допускает эквивалентную формулировку в матричной фор-
ме:

U ′ = MU, (1.2)

где

U =


y

y′

y′′

Ty

 , M =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 q 0 1
λ 0 0 0

 .

Полагая w(x) = ctgψ(x) и применяя преобразование (1.1) к (1.2), получаем
систему дифференциальных уравнений первого порядка относительно функ-
ций r, w, θ, ϕ следующего вида:

r′ =
[
sin 2ψ sin(θ + ϕ) + (q + 1) cos2 ψ sin 2ϕ+ λ sin2 ψ sin 2θ

]r
2
, (1.3a)
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w′ = −w2 cos θ sinϕ+
1
2
(q + 1)w sin 2ϕ+ sin θ cosϕ− λ

2
w sin 2θ, (1.3b)

θ′ = −w sinϕ sin θ + λ cos2 θ, (1.3c)

ϕ′ = cos2 ϕ− q sin2 ϕ− 1
w

sin θ sinϕ. (1.3d)

В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 1.1 (см. [13; § 2, лемма 2.1]). Пусть y(x, λ) – нетривиальное реше-
ние уравнения (0.1) при λ > 0. Если y , y′ , y′′ , Ty неотрицательны при x = a и
не все равны нулю одновременно, то они положительны при x > a. Если же
y , −y′ , y′′ , −Ty неотрицательны при x = a и не все равны нулю одновременно,
то они положительны при x < a.

Теорема 1.1 (см. [13; § 3, теорема 3.1]). Пусть y(x, λ) – нетривиальное ре-
шение задачи (0.1)–(0.2) при λ > 0. Тогда якобиан J [y] = r3 sinψ cosψ преобра-
зования (1.1) отличен от нуля при x ∈ (0, l).

Теорема 1.2 (см. [13; § 3, теорема 3.3]). Пусть y(x, λ) – нетривиальное ре-
шение задачи (0.1)–(0.2) при λ > 0, θ(x, λ) и ϕ(x, λ) – соответствующие функ-
ции из (1.1). Тогда θ(0, λ) = −π/2, ϕ(0, λ) = 0.

Теорема 1.3 (см. [13; § 4, теорема 4.2]). Пусть y(x, λ) – нетривиальное ре-
шение задачи (0.1)–(0.2) при λ > 0 и θ(x, λ) – соответствующая функция
из (1.1). Тогда θ(l, λ) является непрерывной и строго возрастающей функци-
ей от λ.

Следующая теорема является частным случаем основного результата рабо-
ты [13].

Теорема 1.4 (см. [13; § 5, теоремы 5.4 и 5.5]). Собственные значения крае-
вой задачи (0.1), (0.2′), (0.3′), γ, δ ∈ [0, π/2], образуют бесконечно возрастаю-
щую последовательность {λn(γ, δ)}∞n=1 такую, что 0 < λ1(γ, δ) < λ2(γ, δ) <
· · · < λn(γ, δ) < · · · , при этом

θ(l, λn(γ, δ)) = (2n− 1)
π

2
− δ, n ∈ N. (1.4)

Кроме того, собственная функция v(γ,δ)
n (x), соответствующая собственному

значению λn(γ, δ), имеет n− 1 простых нулей в интервале (0, l).

§ 2. О существовании и единственности решения задачи (0.1)–(0.2)

Теорема 2.1. При каждом фиксированном λ ∈ C существует единствен-
ное с точностью до постоянного множителя нетривиальное решение y(x, λ)
задачи (0.1)–(0.2).

Доказательство. Обозначим через ϕk(x, λ), k = 1, 4, решения уравне-
ния (0.1), нормированные при x = 0 условиями Коши

ϕ
(s−1)
k (0, λ) = δks, s = 1, 3, Tϕk(0, λ) = δk4, (2.1)

3*
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где δks – символ Кронекера. С учетом выражения Ty = y′′′ − qy′ фундамен-
тальная система решений ϕk(x, λ), k = 1, 4, определяемая согласно (2.1), опи-
сывается более простой системой начальных условий

ϕ
(s−1)
k (0, λ) = δks, k = 1, 3, 4, s = 1, 4,

ϕ
(s−1)
2 (0, λ) = δ2s, s = 1, 2, 3, ϕ

(3)
2 (0, λ) = q(0).

Функцию y(x, λ) будем искать в виде

y(x, λ) =
4∑

k=1

Ckϕk(x, λ), (2.2)

где Ck, k = 1, 4, – некоторые постоянные.
Из (2.1), (2.2) и краевых условий (0.2) следует, что C1 = C2 = 0 и

C3ϕ
′′
3(l, λ) + C4ϕ

′′
4(l, λ) = 0.

Для завершения доказательства теоремы 2.1 достаточно показать справед-
ливость неравенства

|ϕ′′3(l, λ)|+ |ϕ′′4(l, λ)| > 0. (2.3)

Из леммы 1.1 следует, что ϕ′′k(l, λ) > 0, k = 1, 4, при λ > 0. Следовательно,
имеет место (2.3) при λ > 0.

Пусть теперь λ ∈ C \ (0,+∞). Если для этих значений λ не выполняет-
ся (2.3), то функции ϕ3(x, λ) и ϕ4(x, λ) являются решениями задачи (0.1)–(0.2).
Определим функцию v(x, λ):

v(x, λ) = ϕ4(l, λ)ϕ3(x, λ)− ϕ3(l, λ)ϕ4(x, λ).

Так как v(l, λ) = 0, то функция v(x, λ) является собственной функцией задачи
(0.1), (0.2′), (0.3′) при γ = π/2, δ = 0, соответствующей собственному значению
λ ∈ C \ (0,+∞). Полученное противоречие доказывает справедливость (2.3).
Теорема 2.1 доказана.

Замечание 2.1. Из доказательства теоремы 2.1 видно, что, не нарушая
общности, решение y(x, λ) задачи (0.1)–(0.2) для каждого фиксированного x ∈
[0, l] можно считать целой функцией от λ вида

y(x, λ) = ϕ′′4(l, λ)ϕ3(x, λ)− ϕ′′3(l, λ)ϕ4(x, λ).

Действительно, так как функции ϕk(x, λ), k = 1, 4, и их производные для каж-
дого фиксированного x ∈ [0, l] являются целыми функциями от λ (см. [14; гл. I,
§ 2, п. 1]), то y(x, λ) для каждого фиксированного x ∈ [0, l] также является
целой функцией от λ.

Теорема 2.2. Пусть y(x, λ) – нетривиальное решение задачи (0.1)–(0.2)
при λ 6 0. Тогда якобиан J [y] = r3 sinψ cosψ преобразования (1.1) отличен от
нуля при x ∈ (0, l).
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Доказательство. Предположим, что утверждение теоремы 2.2 неверно.
Пусть x1∈ (0, l) – ближайшая к нулю точка, в которой sinψ(x1,λ) cosψ(x1,λ)= 0,
откуда следует, что хотя бы один из указанных сомножителей равен нулю.
В случае sinψ(x1, λ) = 0 и λ < 0 имеем y(x1, λ) = Ty(x1, λ) = 0. Не на-
рушая общности, можно считать, что функция y(x, λ) > 0 при x ∈ (0, x1).
Так как y(0, λ) = 0, то существует точка ξ0 ∈ (0, x1) такая, что y′(ξ0, λ) = 0.
Из (0.1) получаем, что (Ty(x, λ))′ < 0 при x ∈ (0, x1) и, следовательно,
Ty(x, λ) > 0 при x ∈ (0, x1). Определим угол δ0 ∈ (0, π/2) из равенства δ0 =
arctg(y(ξ0, λ)/Ty(ξ0, λ)). Тогда функция y(x, λ) является решением задачи (0.1),
(0.2′), (0.3′) при l = ξ0, γ = 0, δ = δ0, что в силу теоремы 1.4 противоречит усло-
вию λ < 0.

В случае sinψ(x1, 0) = 0 в силу (0.1) имеем Ty(x, 0) ≡ 0, 0 6 x 6 l. Умножая
это тождество на функцию y(x, 0) и интегрируя от 0 до l, а также учитывая
краевые условия (0.2), получаем

∫ l

0

[y′′2(x, 0) + qy′
2(x, 0)] dx = 0. (2.4)

Из (2.4) следует, что y′(x, 0) ≡ 0, x ∈ [0, l]. Следовательно, y(x, 0) ≡ 0, x ∈ [0, l],
что противоречит нетривиальности решения.

В случае cosψ(x1, λ) = 0, λ < 0, имеем y′(x1, λ) = y′′(x1, λ) = 0, причем
Ty(x1, λ) 6= 0. Действительно, если Ty(x1, λ) = 0, то y(x, λ) является собствен-
ной функцией задачи (0.1), (0.2′), (0.3′) при l = x1, γ = π/2, δ = π/2, что про-
тиворечит условию λ < 0. С учетом выражения Ty(x, λ) = y′′′(x, λ)− qy′(x, λ)
имеем y′′′(x1, λ) 6= 0. Так как y′(0, λ) = 0, то существует ближайщая к x1 точка
η0 ∈ (0, x1) такая, что y′′′(η0, λ) = 0. Не нарушая общности, можно считать,
что y′(x, λ) > 0, y′′(x, λ) < 0 при x ∈ [η0, x1); тогда y′′′(x1, λ) > 0. При этом
имеем

Ty(η0, λ) = y′′′(η0, λ)− q(η0)y′(η0, λ) = −q(η0)y′(η0, λ) < 0,

T y(x1, λ) = y′′′(x1, λ)− q(x1)y′(x1, λ) = y′′′(x1, λ) > 0.

Следовательно, существует точка µ0 ∈ (η0, x1) такая, что Ty(µ0, λ) = 0. Опре-
делим угол γ0 ∈ (0, π/2) из равенства γ0 = − arctg(y′′(µ0, λ)/y′(µ0, λ)). Тогда
функция y(x, λ) является решением задачи (0.1), (0.2′), (0.3′) при l = µ0, γ = γ0,
δ = π/2, что противоречит условию λ < 0.

В случае cosψ(x1, 0) = 0 в силу (0.1) имеем Ty(x, 0) ≡ const 6= 0, так как
в противном случае, т.е. если Ty(x, 0) ≡ 0, приходим к противоречию (см. слу-
чай sinψ(x1, 0) = 0). Далее, повторяя вышеприведенные рассуждения, имеем
Ty(η0, 0) < 0, Ty(x1, 0) > 0, что противоречит равенству Ty(x, 0) ≡ const.

Теорема 2.2 доказана.

Замечание 2.2. Не нарущая общности, функцию ψ можно выбрать таким
образом, чтобы ψ(x, λ) ∈ (0, π/2) либо ψ(x, λ) ∈ (π/2, π) при x ∈ (0, l), λ ∈ R.
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§ 3. Основные свойства решения задачи (0.1)–(0.2)

Пусть y(x, λ) – нетривиальное решение задачи (0.1)–(0.2) и θ(x, λ), ϕ(x, λ) –
соответствующие функции из (1.1). Не нарущая общности, начальные значе-
ния этих функций можно определить следующим образом:

θ(0, λ) = −π
2

sgn sinψ(0, λ), ϕ(0, λ) = 0. (3.1)

Действительно, если λ > 0, то в силу [13; теорема 3.2] имеем sinψ(0, λ) 6= 0.
При этом справедливость (3.1) следует из теоремы 1.2. Если ψ(0, λ) = 0 при
λ < 0, то на основании (1.1) и (0.2) имеем y(0, λ) = y′(0, λ) = Ty(0, λ) = 0,
откуда следует, что y′′(0, λ) 6= 0. Тогда в силу (1.1) имеем

tg θ(0, λ) = lim
x→0

Ty(x, λ)
y(x, λ)

= lim
x→0

λy(x, λ)
y′(x, λ)

= λ lim
x→0

y′(x, λ)
y′′(x, λ)

= 0.

Заметим, что sinψ(0, λ) 6= 0 при λ = 0 (см. доказательство теоремы 2.2). В слу-
чае sinψ(0, λ) 6= 0, λ 6 0, доказательство (3.1) проводится по схеме доказатель-
ства теоремы 3.3 из [13].

Пусть ψ(0, λ) = 0 при λ < 0. Используя (1.1), с помощью трехкратного
применения правила Лопиталя находим

lim
x→0

w(x, λ) sin θ(x, λ) sinϕ(x, λ) = lim
x→0

y′(x, λ)Ty(x, λ)
y2(x, λ)

cos2 θ(x, λ) =
2λ
3
.

Учитывая это соотношение, из (1.3c) получаем

lim
x→0

θ′(x, λ) =
λ

3
. (1.3c′)

Очевидно, что собственные значения µn = λn(π/2, 0) и νn = λn(π/2, π/2),
n ∈ N, краевой задачи (0.1), (0.2′), (0.3′) при γ = π/2, δ = 0 и γ = π/2, δ = π/2
являются нулями целых функций y(l, λ) и Ty(l, λ) соответственно. Заметим,
что функция Ty(l, λ)/y(l, λ) определена для значений λ ∈ D =

⋃∞
n=1 (µn−1, µn),

где µ0 = −∞.

Лемма 3.1. Функция Ty(l, λ)/y(l, λ) в каждом интервале (µn−1, µn), n∈N,
является строго возрастающей функцией λ.

Доказательство. В силу (0.1) имеем

(Ty(x, µ))′y(x, λ)− (Ty(x, λ))′y(x, µ) = (µ− λ)y(x, µ)y(x, λ).

Интегрируя это равенство в пределах от 0 до l (используя формулу интегри-
рования по частям) и учитывая (0.2), получаем

y(l, λ)Ty(l, µ)− y(l, µ)Ty(l, λ) = (µ− λ)
∫ l

0

y(x, µ)y(x, λ) dx. (3.2)

При λ, µ ∈ (µn−1, µn), n = 1, 2, . . . , λ 6= µ, имеем

Ty(l, µ)
y(l, µ)

− Ty(l, λ)
y(l, λ)

= (µ− λ)
1

y(l, µ)y(l, λ)

∫ l

0

y(x, µ)y(x, λ) dx. (3.3)
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Делением обеих частей (3.3) на µ−λ и последующим предельным переходом
при µ→ λ получим

∂

∂λ

(
Ty(l, λ)
y(l, λ)

)
=

1
y2(l, λ)

∫ l

0

y2(x, λ) dx > 0.

Лемма 3.1 доказана.

Лемма 3.2. Имеет место соотношение

lim
λ→−∞

Ty(l, λ)
y(l, λ)

= −∞. (3.4)

Доказательство. Не нарушая общности, можно считать, что∫ l

0

y2(x, λ) dx = 1.

Как доказано в [15; гл. IV, § 2, п. 5, неравенство (20)], имеет место неравенство

y2(l, λ) 6 c0

√∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx+ c1, (3.5)

где c0 и c1 – положительные постоянные, зависящие только от функции q(x).
Умножая обе части (0.1) на функцию y(x, λ) и интегрируя полученное ра-

венство по x в пределах от 0 до l, получаем

y(l, λ)Ty(l, λ) +
∫ l

0

y′′
2(x, λ) dx+

∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx = λ. (3.6)

Из (3.6) следует, что
lim

λ→−∞
y(l, λ)Ty(l, λ) = −∞. (3.7)

В силу леммы 3.1 отношение Ty(l, λ)/y(l, λ) имеет конечный или бесконеч-
ный предел при λ→ −∞. Предположим, что

lim
λ→−∞

Ty(l, λ)
y(l, λ)

= −a0, (3.8)

где a0 – некоторая постоянная. Из леммы 3.1 и равенства (3.7) следует, что
0 < a0 <∞. Учитывая (3.8), из (3.7) получаем limλ→−∞ y2(l, λ) = +∞. Следо-
вательно, в силу (3.5) имеем

lim
λ→−∞

∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx = +∞. (3.9)

На основании леммы 3.1 и равенства (3.8) при достаточно больших по моду-
лю отрицательных значениях λ справедливо неравенство |Ty(l, λ)/y(l, λ)| 6 a0.
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Отсюда с учетом (3.9) и (3.6) при тех же значениях λ получим

λ >
∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx− |y(l, λ)Ty(l, λ)| >
∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx− a0y
2(l, λ)

>
∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx− a0c0

√∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx− a0c1

>

√∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx

(√∫ l

0

q(x)y′2(x, λ) dx− a0c0

)
− a0c1,

что противоречит (3.9). Лемма 3.2 доказана.

Замечание 3.1. Из теоремы 1.4 и лемм 3.1, 3.2 следует, что если λ 6 0, то
Ty(l, λ)/y(l, λ) < 0.

Лемма 3.3. Если λ 6 0, то θ(l, λ) ∈ (−π/2, 0).

Доказательство. Пусть λ = 0. Из (0.1) следует, что Ty(x, 0) ≡ const,
x ∈ [0, l]. В силу замечания 3.1 y(l, 0)Ty(l, 0) < 0 и, следовательно, Ty(x, 0) ≡
const 6= 0, x ∈ [0, l]. Таким образом, θ(x, 0) 6= kπ, k ∈ Z, при x ∈ [0, l]. В си-
лу (1.1) справедливо равенство

sgn(y(l, 0)Ty(l, 0)) = sgn
(
sin θ(l, 0) cos θ(l, 0)

)
,

откуда следует, что

θ(l, 0) ∈
(
−π

2
, 0
)
. (3.10)

Пусть λ < 0. В силу (1.3c) функция θ(x, λ), строго убывая, принимает значе-
ния kπ, k ∈ Z. Тогда на основании (3.1), (1.3c) и (1.3c′) имеем

θ(x, λ) < 0, x ∈ (0, l). (3.11)

Пусть θ(l, λ) ∈ [−(m0 + 1)π,−m0π], где m0 ∈ Z+. Поскольку y(l, λ)Ty(l, λ) < 0,
то, учитывая (3.11), имеем

θ(l, λ) ∈
(
−m0π −

π

2
,−m0π

)
. (3.12)

Если m0 = 0, то θ(l, λ) ∈ (−π/2, 0). Предположим, что m0 > 1. Так как
θ(l, λ) является непрерывной функцией λ ∈ (−∞,+∞), то в силу (3.10) и (3.12)
существует точка λ0 ∈ (λ, 0) такая, что θ(l, λ0) ∈ (−π,−π/2). В силу (1.1)
имеем y(l, λ0)Ty(l, λ0) > 0, что противоречит замечанию 3.1. Следовательно,
в рассматриваемом случае θ(l, λ) ∈ (−π/2, 0). Лемма 3.3 доказана.

Лемма 3.4. Если λ 6 0, то y(x, λ) 6= 0 при x ∈ (0, l).
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Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно, и пусть
x1 – ближайшая к нулю точка из (0, l), в которой y(x1, λ) = 0.

Рассмотрим случай λ < 0. Пусть sinψ(0, λ) 6= 0. Так как функция θ(x, λ),
строго убывая, принимает значение kπ, k ∈ Z, то в силу леммы 3.3 имеет место
неравенство

− π

2
< θ(x, λ) < 0, x ∈ (0, x1), (3.13)

либо неравенство

− π < θ(x, λ) < −π
2
, x ∈ (0, x1). (3.14)

В случае (3.13) в силу теоремы 2.2 из (1.1) следует, что θ(x1, λ) = −π/2.
Если y′(x1, λ) = 0, то функция y(x, λ) является решением краевой задачи
(0.1), (0.2′), (0.3′) при l = x1, γ = δ = 0, что в силу теоремы 1.4 противо-
речит условию λ < 0. Следовательно, y′(x1, λ) 6= 0. Отсюда и из (1.1) имеем
sinϕ(x1, λ) 6= 0. Тогда в силу теоремы 2.2 из (1.3c) следует, что θ′(x1, λ) 6= 0,
а так как θ(x1, λ) = −π/2, то θ′(x1, λ) < 0. Далее, в силу леммы 3.3 существует
точка x2 ∈ (x1, l), ближайшая к x1, такая, что θ(x2, λ) = −π/2. Таким обра-
зом, y(x1, λ) = y(x2, λ) = 0. Тогда y′(ξ, λ) = 0 в некоторой точке ξ ∈ (x1, x2).
Заметим, что θ(x, λ) ∈ (−π,−π/2) при x ∈ (x1, x2). Отсюда и из (1.1) имеем

y(x, λ)Ty(x, λ) = r2(x, λ) sin2 ψ(x, λ) cos θ(x, λ) sin θ(x, λ) > 0, (3.15)

где 0 < x1 < x < x2 < l. Определим угол δ1 из равенства

δ1 = arctg
y(ξ, λ)
Ty(ξ, λ)

;

в силу (3.15) δ1 ∈ (0, π/2). Тогда функция y(x, λ) является нетривиальным
решением краевой задачи (0.1), (0.2′), (0.3′) при l = ξ, γ = 0, δ = δ1, что в силу
теоремы 1.4 противоречит условию λ < 0.

Пусть имеет место (3.14). Поскольку y(0, λ) = y(x1, λ) = 0, то в некоторой
точке ξ ∈ (0, x1) имеет место равенство y′(ξ, λ) = 0. Кроме того, соотноше-
ние (3.15) будет удовлетворяться при x ∈ (0, x1). Доказательство утверждения
y(x, λ) 6= 0, 0 < x < l, проводится точно так же, как и в предыдушем случае.

Случай sinψ(0, λ) = 0 рассматривается аналогичным образом.
Пусть теперь λ = 0. Тогда справедливы соотношения θ(0, 0) = −π/2, θ(l, 0)∈

(−π/2, 0), Ty(x, 0) ≡ c0 6= 0, 0 6 x 6 l, θ(x, 0) ∈ (−π, 0), x ∈ (0, l). Доказатель-
ство в этом случае проводится точно так же, как и выше. Доказательство
леммы 3.4 завершено.

Обозначим через m(λ) количество нулей функции y(x, λ) в интервале (0, l).

Теорема 3.1. Если λ ∈ (µn−1, µn), n ∈ N, то m(λ) = n− 1.

Доказательство. При λ 6 0 из леммы 3.4 следует, что m(λ) = 0.
Пусть λ > 0 и θ(x, λ) – соответствующая функция из преобразования (1.1).

В силу (3.1) имеет место равенство θ(0, λ) = −π/2. На основании (1.4) имеем
θ(l, µn) = (2n − 1)π/2. Известно (см. [13; § 5, теоремы 5.1 и 5.2]), что если
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λ > 0, то функция θ(x, λ), строго возрастая, принимает значения kπ/2, k ∈ Z+.
Из этих рассуждений и теоремы 1.3 следует, что θ(x, λ) ∈ (−π/2, π/2) при
λ ∈ (0, µ1), θ(x, λ) ∈ (−π/2, (2n − 1)π/2) при λ ∈ (µn−1, µn), n > 2. Отсюда
получаем справедливость утверждения теоремы 3.1 при λ > 0. Теорема 3.1
доказана.

§ 4. Основные свойства собственных
значений краевой задачи (0.1)–(0.3)

Лемма 4.1. Собственные значения краевой задачи (0.1)–(0.3) вещест-
венны.

Доказательство. Нетрудно заметить, что собственными значениями за-
дачи (0.1)–(0.3) являются корни уравнения

(aλ+ b)y(l, λ)− (cλ+ d)Ty(l, λ) = 0. (4.1)

Если λ – невещественное собственное значение задачи (0.1)–(0.3), то λ также
будет собственным значением этой задачи, поскольку коэффициенты q(x), a,
b, c, d вещественны. При этом y(x, λ) = y(x, λ), так что если соотношение (4.1)
имеет место для λ, то оно также будет справедливым и для λ.

Полагая µ = λ в (3.2), получаем

Ty(l, λ)y(l, λ)− Ty(l, λ)y(l, λ) = (λ− λ)
∫ l

0

|y(x, λ)|2 dx. (4.2)

Условие (0.3) перепишем в виде

Ty(l, λ) =
aλ+ b

cλ+ d
y(l, λ).

Учитывая это соотношение, в силу (4.2) имеем

(λ− λ)(ad− bc)
|cλ+ d|2

|y(l, λ)|2 = (λ− λ)
∫ l

0

|y(x, λ)|2 dx.

Поскольку λ 6= λ, то отсюда следует равенство

−σ
|cλ+ d|2

|y(l, λ)|2 =
∫ l

0

|y(x, λ)|2 dx.

Последнее равенство противоречит условиям σ > 0,
∫ l

0

|y(x, λ)|2 dx > 0. Сле-

довательно, λ должно быть вещественным. Лемма 4.1 доказана.

Лемма 4.2. Собственные значения краевой задачи (0.1)–(0.3) образуют не
более чем счетное множество, не имеющее конечной предельной точки. Все
собственные значения краевой задачи (0.1)–(0.3) простые.
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Доказательство. Собственные значения краевой задачи (0.1)–(0.3) явля-
ются нулями целой функции, стоящей в левой части уравнения (4.1). Эта
функция, как показано выше, не обращается в нуль при невещественных λ.
Следовательно, она не равна нулю тождественно. Поэтому ее нули образуют
не более чем счетное множество, не имеющее конечной предельной точки.

Докажем, что уравнение (4.1) имеет только простые корни. Действитель-
но, если λ = λ∗ является кратным корнем уравнения (4.1), то имеют место
равенства

(aλ∗ + b)y(l, λ∗)− (cλ∗ + d)Ty(l, λ∗) = 0, (4.3)

ay(l, λ∗) + (aλ∗ + b)
∂

∂λ
y(l, λ∗)− cTy(l, λ∗)− (cλ∗ + d)

∂

∂λ
Ty(l, λ∗) = 0. (4.4)

Делением обеих частей (3.2) на µ − λ (µ 6= λ) и последующим предельным
переходом (при µ→ λ) получим

y(l, λ)
∂

∂λ
Ty(l, λ)− Ty(l, λ)

∂

∂λ
y(l, λ) =

∫ l

0

y2(x, λ) dx. (4.5)

Положим λ = λ∗ в равенстве (4.5), тогда

y(l, λ∗)
∂

∂λ
Ty(l, λ∗)− Ty(l, λ∗)

∂

∂λ
y(l, λ∗) =

∫ l

0

y2(x, λ∗) dx. (4.6)

Поскольку σ 6= 0, то (aλ∗ + b)2 + (cλ∗ + d)2 6= 0. Допустим, что cλ∗ + d 6= 0.
Тогда из (4.3) и (4.4) соответственно следует

Ty(l, λ∗) =
aλ∗ + b

cλ∗ + d
y(l, λ∗),

∂

∂λ
Ty(l, λ∗) =

aλ∗ + b

cλ∗ + d

∂

∂λ
y(l, λ∗)− σ

(cλ∗ + d)
y(l, λ∗).

Используя последние два равенства и (4.6), получаем

− σ

(cλ∗ + d)2
y2(l, λ∗) =

∫ l

0

y2(x, λ∗) dx,

что невозможно в силу условия (0.4).
Случай aλ∗ + b 6= 0 рассматривается аналогично. Лемма 4.2 доказана.

§ 5. Осцилляционные свойства
собственных функций краевой задачи (0.1)–(0.3)

При c 6= 0 определим число N из неравенства µN−1 < −d/c 6 µN .

Теорема 5.1. Существует неограниченно возрастающая последователь-
ность собственных значений λ1, λ2, . . . , λn, . . . краевой задачи (0.1)–(0.3). Со-
ответствующие им собственные функции обладают следующими осцилляци-
онными свойствами:
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(a) если c = 0, то собственная функция yn(x), соответствующая соб-
ственному значению λn , имеет ровно n−1 простых нулей в интервале
(0, l);

(b) если c 6= 0, то собственная функция yn(x), соответствующая соб-
ственному значению λn , при n 6 N имеет ровно n− 1 простых нулей,
а при n > N – ровно n− 2 простых нулей в интервале (0, l).

Доказательство. В силу леммы 3.1 Φ(λ) = Ty(l, λ)/y(l, λ) является не-
прерывной строго возрастающей функцией в интервале (µn−1, µn), n ∈ N. Учи-
тывая также равенства y(l, µn) = 0, n ∈ N, имеем

lim
λ→µn−1+0

Φ(λ) = −∞, lim
λ→µn−0

Φ(λ) = +∞.

Следовательно, функция Φ(λ) каждое значение из (−∞,+∞) принимает толь-
ко в единственной точке интервала (µn−1, µn), n ∈ N. Для функции F (λ) =
(aλ + b)/(cλ + d) имеем F ′(λ) = −σ/(cλ + d)2. Так как σ > 0, то при c = 0
функция F (λ) строго убывает в интервале (−∞,+∞); при c 6= 0 функция F (λ)
строго убывает в каждом из интервалов (−∞,−d/c) и (−d/c,+∞), при этом

lim
λ→−d/c−0

F (λ) = −∞, lim
λ→−d/c+0

F (λ) = +∞.

Пусть либо c = 0, либо c 6= 0 и −d/c /∈ (µn−1, µn]. Из вышеизложенного
следует, что в интервале (µn−1, µn) найдется единственное значение λ = λ∗n,
для которого

Φ(λ) = F (λ), (5.1)

т.е. выполняется (0.3). Следовательно, λ∗n есть собственное значение краевой
задачи (0.1)–(0.3) и y(x, λ∗n) – соответствующая собственная функция. Из тео-
ремы 3.1 следует, что m(λ∗n) = n − 1. Нетрудно заметить, что если c = 0
или c 6= 0, n < N , то λ∗n является n-м собственным значением краевой задачи
(0.1)–(0.3). Отсюда получаем справедливость утверждения (a) и справедли-
вость части утверждения (b), относящейся к случаю n < N .

Пусть c 6= 0 и −d/c ∈ (µN−1, µN ). Аналогичным образом убеждаемся в том,
что в каждом из интервалов (µN−1,−d/c) и (−d/c, µN ) найдется единственное
значение (соответственно λN и λN+1), для которого выполняется (5.1). В силу
теоремы 3.1 имеем m(λN ) = m(λN+1) = N − 1.

Случай c 6= 0 и −d/c = µN рассматривается совершенно аналогично, при
этом используется тот факт, что µN также является собственным значением
краевой задачи (0.1)–(0.3). В этом случае λN ∈ (µN−1, µN ), λN+1 = µN . На
основании теоремы 3.1 имеем m(λN ) = m(λN+1) = N − 1.

Заметим, что при c 6= 0 и n > N единственное решение λ∗n уравнения (5.1)
в полуинтервале (µn−1, µn] является (n+ 1)-м собственным значением краевой
задачи (0.1)–(0.3), т.е. λ∗n = λn+1. Так как m(λ∗n) = n− 1, то m(λn+1) = n− 1 =
(n+ 1)− 2. Таким образом, получаем справедливость утверждения (b).

Теорема 5.1 доказана.
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Лемма 5.1. Для достаточно больших n ∈ N справедливы соотношения

µn−2 < νn−1 < λn < µn−1, если c 6= 0 и
a

c
> 0, (5.2)

µn−2 < λn < νn−1 < µn−1, если c 6= 0 и
a

c
< 0, (5.3)

µn−1 < λn < νn < µn, если c = 0. (5.4)

Доказательство. Нетрудно заметить, что собственными значениями кра-
евой задачи (0.1), (0.2), (0.3′) при δ = π/2 являются корни уравнения Φ(λ) = 0.
Совершенно аналогичным образом доказывается (см. доказательство теоре-
мы 5.1), что это уравнение в каждом интервале (µn−1, µn), n ∈ N, имеет един-
ственное решение νn = λn(π/2, π/2). Следовательно, имеем

µn−1 < νn < µn, n ∈ N. (5.5)

При достаточно больших λ справедливы неравенства

aλ+ b

cλ+ d
< 0, если

a

c
< 0,

aλ+ b

cλ+ d
> 0, если

a

c
> 0.

Кроме того,

Ty(l, λ)
y(l, λ)

< 0, если µn−1 < λ < νn−1,

T y(l, λ)
y(l, λ)

> 0, если νn < λ < µn.

Справедливость соотношений (5.2) и (5.3) следует из последних четырех нера-
венств.

Неравенство (5.4) доказывается аналогичным образом.

§ 6. Асимптотические формулы для собственных
значений и собственных функций краевой задачи (0.1)–(0.3)

Теорема 6.1. Справедливы следующие асимптотические формулы:

4
√
λn =


(
n− 3

4

)
π

l
+O

(
1
n

)
, если c = 0,(

n− 3
2

)
π

l
+O

(
1
n

)
, если c 6= 0,

(6.1)

4
√
µn =

(
n+

1
4

)
π

l
+O

(
1
n

)
, (6.2)

4
√
νn =

(
n− 1

2

)
π

l
+O

(
1
n

)
, (6.3)
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yn(x) =



sin
(
n− 3

4

)
π

l
x− cos

(
n− 3

4

)
π

l
x

+e−(n−3/4)πx/l +O

(
1
n

)
, если c = 0,

sin
(
n− 3

2

)
π

l
x− cos

(
n− 3

2

)
π

l
x+ (−1)ne(n−3/2)π(x−l)/l

+e−(n−3/2)πx/l +O

(
1
n

)
, если c 6= 0,

(6.4)

v(π/2,0)
n (x) = sin

(
n+

1
4

)
π

l
x− cos

(
n+

1
4

)
π

l
x+ e−(n+1/4)πx/l +O

(
1
n

)
, (6.5)

v(π/2,π/2)
n (x) = sin

(
n− 1

2

)
π

l
x− cos

(
n− 1

2

)
π

l
x

+ (−1)n+1e(n−1/2)π(x−l)/l + e−(n−1/2)πx/l +O

(
1
n

)
, (6.6)

причем соотношения (6.4)–(6.6) выполняются равномерно по x ∈ [0, l].

Доказательство. В уравнении (0.1) положим λ = ρ4. Известно (см. [14;
гл. II, § 4, п. 5, теорема 1]), что во всякой области T комплексной ρ-плоскости
уравнение (0.1) имеет четыре линейно независимых решения zk(x, ρ), k = 1, 4,
регулярных относительно ρ (при достаточно большом ρ) и удовлетворяющих
соотношениям

z
(s)
k (x, ρ) = (ρωk)seρωkx

[
1 +O

(
1
ρ

)]
, k = 1, 4, s = 0, 3, (6.7)

где ωk, k = 1, 4, – различные корни четвертой степени из 1.
Обозначим

ρn = 4
√
λn, τn = 4

√
µn, χn = 4

√
νn.

Краевые условия (0.2′), (0.3′) при γ, δ ∈ [0, π/2] являются усиленно регулярны-
ми (см. [14; гл. II, § 4, п. 8]). Известно (см. [14; гл. II, § 4, п. 9, формулы (45.а)
и (45.б)]), что для достаточно больших номеров k справедливы формулы

τk+m0 =
(
k +

1
4

)
π

l
+O

(
1
k

)
, (6.8)

χk+m1 =
(
k +

1
2

)
π

l
+O

(
1
k

)
, (6.9)

где m0 и m1 – некоторые фиксированные целые числа. Из (6.8), (6.9) и (5.5)
следует, что m0 = m1 − 1.

Используя соотношение (6.7) и принимая во внимание краевые условия (0.2)–
(0.3), для достаточно больших номеров k получаем

ρk+m2 =
(
k +

1
4

)
π

l
+O

(
1
k

)
при c = 0, (6.10)

ρk+m3 =
(
k +

1
2

)
π

l
+O

(
1
k

)
при c 6= 0, (6.11)
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где m2 и m3 – некоторые фиксированные целые числа. Из (5.2)–(5.4) и (6.8)–
(6.11) следует, что m2 = m1 и m3 = m1 + 1.

Таким образом, мы показали, что для достаточно больших номеров k имеют
место формулы

τk+m1−1 =
(
k +

1
4

)
π

l
+O

(
1
k

)
, (6.12)

ρk+m1+1 =


(
k +

5
4

)
π

l
+O

(
1
k

)
при c = 0,(

k +
1
2

)
π

l
+O

(
1
k

)
при c 6= 0.

(6.13)

Далее, принимая во внимание (6.7), (6.9), (6.12), (6.13), получаем следующие
асимптотические формулы (см. [14; гл. II, § 4, п. 10]):

yk+m1+1(x) =



sin
(
k +

5
4

)
πx

l
− cos

(
k +

5
4

)
πx

l

+e−(k+5/4)πx/l +O

(
1
k

)
при c = 0,

sin
(
k +

1
2

)
πx

l
− cos

(
k +

1
2

)
πx

l
+ (−1)ke(k+1/2)π(x−l)/l

+e−(k+1/2)πx/l +O

(
1
k

)
при c 6= 0,

(6.14)

v
(π/2,0)
k+m1−1(x) = sin

(
k +

1
4

)
πx

l
− cos

(
k +

1
4

)
πx

l
+ e−(k+1/4)πx/l +O

(
1
k

)
, (6.15)

(v(π/2,π/2)
k+m1

(x))(s) =
((

k +
1
2

)
π

l

)s{
sin
[(
k +

1
2

)
πx

l
+
π

2
s

]
− cos

[(
k +

1
2

)
πx

l
+
π

2
s

]
+ (−1)ke(k+1/2)π(x−l)/l

+ (−1)se−(k+1/2)πx/l +O

(
1
k

)}
, s = 0, 3. (6.16)

Для завершения доказательства теоремы найдем значениеm1. Пусть k=2m,
гдеm – достаточно большое фиксированное целое число. Рассмотрим функцию

v
(π/2,π/2)
2m+m1

(x) = sin
(

2m+
1
2

)
πx

l
− cos

(
2m+

1
2

)
πx

l

+ e(2m+1/2)π(x−l)/l + e−(2m+1/2)πx/l +O

(
1
m

)
.

Обозначим
β =

(
2m+

1
2

)
πx

l
, x ∈ [0, l],

тогда

x =
βl

(2m+ 1/2)π
, β ∈

[
0,
(

2m+
1
2

)
π

]
.
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Положим
g(β) = v

(π/2,π/2)
2m+m1

(
βl

(2m+ 1/2)π

)
, (6.17)

тогда

g(β) = sinβ − cosβ + eβ−(2m+1/2)π + e−β +O

(
1
m

)
. (6.18)

Принимая во внимание (6.16), имеем

g′(β) = cosβ + sinβ + eβ−(2m+1/2)π − e−β +O

(
1
m

)
, (6.19)

g′′(β) = − sinβ + cosβ + eβ−(2m+1/2)π + e−β +O

(
1
m

)
. (6.20)

Пусть β ∈ [2πp, 2π(p+1)], p = 1, 2, . . . ,m−1. Зафиксируем число p. Положим
α = β − 2πp, отсюда β = α+ 2pπ, 0 6 α 6 2π. Обозначим

f(α) = g(α+ 2pπ)

= sinα− cosα+ eα+2pπ−(2m+1/2)π + e−(α+2pπ) +O

(
1
m

)
. (6.21)

Из (6.21) и (6.19) следует, что

f ′(α) = cosα+ sinα+ eα+2pπ−(2m+1/2)π − e−(α+2pπ) +O

(
1
m

)
. (6.22)

Принимая во внимание (6.21) и (6.22), убеждаемcя в справедливости следую-
щих соотношений:

f(0) < 0, f

(
π

2

)
> 0, f(π) > 0, f

(
3π
2

)
< 0, f(2π) < 0,

f ′(α) > 0, α ∈
(

0,
π

2

)
, f(α) > 0, α ∈

(
π

2
, π

)
,

f ′(α) < 0, α ∈
(
π,

3π
2

)
, f(α) < 0, α ∈

(
3π
2
, 2π
)
.

Отсюда следует, что функция f(α) имеет в точности два нуля на отрезке [0, 2π]
и, следовательно, функция g(β) имеет в точности 2m − 2 нулей на отрезке
[2π, 2mπ].

Пусть теперь β ∈ (2mπ, 2mπ+π/2). В силу (6.18) и (6.19) имеем g(2mπ) < 0,
g(2mπ + π/2) > 0, g′(β) > 0. Следовательно, функция g(β) имеет в точности
один нуль в интервале (2mπ, 2mπ + π/2).

Рассмотрим функцию g(β) в интервале (0, 2π). Из (6.18) следует справедли-
вость соотношений

g

(
π

2

)
> 0, g(π) > 0, g

(
3π
2

)
< 0, g(2π) < 0,

g(β) > 0, β ∈
(
π

2
, π

)
, g′(β) < 0, β ∈

(
π,

3π
2

)
, g(β) < 0, β ∈

(
3π
2
, 2π
)
.
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Отсюда следует, что функция g(β) имеет в точности один нуль в промежутке
[π/2, 2π). И наконец, рассмотрим функцию g(β) в интервале (0, π/2). В случае
β ∈ [π/4, π/2) в силу (6.18) имеем

g(β) =
√

2 sin
(
β − π

4

)
+ eβ−(2m+1/2)π + e−β +O

(
1
m

)
> 0.

Далее, в силу (0.2) имеем g(0) = g′(0) = 0. Из (6.20) следует, что g′′(β) > 0
при β ∈ [0, π/4]. Следовательно, g(β) > 0 при β ∈ (0, π/4). Таким образом,
функция g(β) не имеет нулей в интервале (0, π/2).

В силу приведенных рассуждений получим, что функция g(β) имеет в точ-
ности 2m нулей в интервале (0, (2m + 1/2)π). Следовательно, в силу (6.17)
функция v

(π/2,π/2)
2m+m1

(x) имеет в точности 2m нулей в интервале (0, l). Тогда на
основании теоремы 1.4 функция v(π/2,π/2)

2m+m1
(x) соответствует собственному значе-

нию ν2m+1 краевой задачи (0.1), (0.2′), (0.3′) при γ = δ = π/2. Отсюда следует,
что m1 = 1.

Полагая m1 = 1 в формулах (6.9), (6.12)–(6.16), получаем справедливость
утверждения теоремы 6.1.

Теорема 6.1 доказана.

§ 7. О минимальности системы собственных
функций краевой задачи (0.1)–(0.3)

Теорема 7.1. Пусть r – произвольное фиксированное натуральное число.
Тогда система {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r , является минимальной в про-
странстве Lp(0, 1), 1 < p <∞.

Доказательство. Достаточно доказать существование системы {un(x)},
n=1, 2, . . . , n 6= r, биортогонально сопряженной к системе {yn(x)}, n=1, 2, . . . ,
n 6= r.

В силу (3.2) для любых различных натуральных n и k имеем

yk(l)Tyn(l)− yn(l)Tyk(l) = (λn − λk)(yn, yk), (7.1)

где

(yn, yk) =
∫ l

0

yn(x)yk(x) dx.

Учитывая (0.3), из (7.1) получаем

(yn, yk) = − 1
σ
mnmk, n, k ∈ N, n 6= k, (7.2)

где mn = ayn(l)− cTyn(l).
Докажем, что mn 6= 0 при всех n ∈ N. При доказательстве теоремы 5.1 была

установлена справедливость следующих утверждений:

(i) в случае c = 0 λn ∈ (µn−1, µn) при n = 1, 2, . . . ;
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(ii) в случае c 6= 0 λn ∈ (µn−1, µn) при n = 1, 2, . . . , N , λN+1 ∈ (µN−1, µN ),
если µN 6= −d/c, λN+1 = µN , если µN = −d/c, λn ∈ (µn−2, µn−1) при
n = N + 2, N + 3, . . . , где N – натуральное число, которое определяется
из неравенства µN−1 < −d/c 6 µN .

Отсюда следует, что в случае c = 0 yn(l) 6= 0 при всех n ∈ N, а в случае c 6= 0
yn(l) 6= 0 при n ∈ N \ {N + 1}, yN+1(l) 6= 0, если µN 6= −d/c, yN+1(l) = 0,
TyN+1(l) 6= 0, если µN = −d/c.

В случае c = 0 в силу (0.4) имеем a 6= 0, откуда mn = ayn(l) 6= 0 при всех
n ∈ N.

Рассмотрим случай c 6= 0. В силу условий (0.3) и (0.4) получим

mn = cyn(l)
[
a

c
− Tyn(l)

yn(l)

]
= cyn(l)

[
a

c
− aλn + b

cλn + d

]
6= 0, n ∈ N \ {N + 1},

mN+1 =


cyN+1

[
a

c
− aλN+1 + b

cλN+1 + d

]
6= 0, µN 6= −d

c
,

cTyN+1(l) 6= 0, µN = −d
c
.

Элементы системы {un(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, определим следующим об-
разом:

un(x) =
1
δn

[
yn(x)− mn

mr
yr(x)

]
, (7.3)

где δn = ‖yn‖22 +m2
n/σ, ‖ · ‖p означает норму в пространстве Lp(0, 1). На осно-

вании (7.2) легко убедиться в справедливости равенства

(yn, yk) = δnk,

где δnk – символ Кронекера. Теорема 7.1 доказана.

Лемма 7.1. Пусть r – произвольное фиксированное натуральное число.
Тогда при n→∞ справедлива асимптотическая формула

un(x) =
1
l
yn(x) +O

(
1
n

)
, (7.4)

где {un(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r , – система, являющаяся биортогонально со-
пряженной к системе {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r .

Доказательство. В силу асимптотических формул (6.4) справедливы со-
отношения

‖yn‖22 = l +O

(
1
n

)
, yn(l) =


O

(
1
n

)
при c = 0,

2(−1)n +O

(
1
n

)
при c 6= 0.

(7.5)

На основании (0.3), (6.1) и (7.5) при n→∞ имеем

mn = − σ

cλn + d
yn(l) = O

(
1
n

)
. (7.6)

Принимая во внимание (7.5) и (7.6), из формулы (7.3) получаем представле-
ние (7.4). Лемма 7.1 доказана.
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§ 8. Базисность в Lp(0, l), 1 < p < ∞, системы
собственных функций краевой задачи (0.1)–(0.3)

Теорема 8.1. Пусть r – произвольное фиксированное натуральное число.
Тогда система {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r , образует базис в пространстве
Lp(0, l), 1 < p <∞, причем в L2(0, l) этот базис является безусловным бази-
сом.

Доказательство. Напомним, что краевые условия (0.2′), (0.3′) при γ, δ ∈
[0, π/2] являются усиленно регулярными. Тогда на основании работы [16] (см.
также [17]) система собственных функций {v(γ,δ)

n (x)}∞n=1 задачи (0.1), (0.2′),
(0.3′) при γ, δ ∈ [0, π/2] образует базис в пространстве Lp(0, l), 1 < p < +∞,
причем в L2(0, l) этот базис является безусловным.

Пусть c = 0. Сравним систему {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, с системой
{v(π/2,0)

n (x)}∞n=1. В силу (6.4) и (6.5) для достаточно больших n справедливо
неравенство

‖yn+1(x)− v(π/2,0)
n (x)‖2 6 const · 1

n
. (8.1)

Из неравенства (8.1) следует сходимость ряда

r−1∑
n=1

∥∥yn(x)− v(π/2,0)
n (x)

∥∥2

2
+

+∞∑
n=r

∥∥yn+1(x)− v(π/2,0)
n (x)

∥∥2

2

(при r = 1 первая сумма отсутствует). Таким образом, система {yn(x)}, n =
1, 2, . . . , n 6= r, квадратично близка к системе {v(π/2,0)

n (x)}∞n=1. В силу теоре-
мы 7.1 эта система минимальна в пространстве L2(0, l). Следовательно, система
{yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, является безусловным базисом в L2(0, l) (см. [18;
гл. IX, § 9, п. 8]).

Случай c 6= 0 рассматривается аналогично. В этом случае система {yn(x)},
n = 1, 2, . . . , n 6= r, сравнивается с системой {v(π/2,π/2)

n (x)}∞n=1.
Положим ṽ

(γ,δ)
n (x) = v

(γ,δ)
n (x)‖v(γ,δ)

n (x)‖−1
2 , n = 1, 2, . . . . Поскольку крае-

вая задача (0.1), (0.2′), (0.3′) при γ, δ ∈ [0, π/2] является самосопряженной, то
в силу (6.5) и (6.6) системы {ṽ (π/2,0)

n (x)}∞n=1 и {ṽ (π/2,π/2)
n (x)}∞n=1 являются рав-

номерно ограниченными ортонормированными базисами пространства L2(0, l).
Используя (6.4) и (7.4), нетрудно проверить, что при n ∈ N, n 6= r справед-

ливы соотношения

yn(x) = l1/2ṽn(x) +O

(
1
n

)
, un(x) = l−1/2ṽn(x) +O

(
1
n

)
, (8.2)

где

ṽn(x) =


ṽ

(π/2,0)
n (x) при c = 0 и 1 6 n 6 r − 1,

ṽ
(π/2,0)
n−1 (x) при c = 0 и n > r + 1,

ṽ
(π/2,π/2)
n (x) при c 6= 0 и 1 6 n 6 r − 1,

ṽ
(π/2,π/2)
n−1 (x) при c 6= 0 и n > r + 1.

(8.3)

Заметим, что на основании (8.3) система {ṽn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, образует
равномерно ограниченный ортонормированный базис в пространстве L2(0, l).
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Зафиксируем p ∈ (1, 2). Так как система {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, явля-
ется базисом в L2(0, l), то эта система полна в Lp(0, l). Известно [19; гл. I, § 4,
теорема 6], что для базисности в Lp(0, l) системы {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r,
необходимо и достаточно существования постоянной Mp > 0, обеспечивающей
справедливость неравенства∥∥∥∥ k∑

n=1,n 6=r

(f, un)yn

∥∥∥∥
p

6 Mp‖f‖p, k = 1, 2, . . . , (8.4)

для произвольной функции f(x) из Lp(0, l).
В силу (8.2) имеем∥∥∥∥ k∑

n=1, n 6=r

(f, un)yn

∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥ k∑
n=1, n 6=r

(f, ṽn)ṽn

∥∥∥∥
p

+
∥∥∥∥ k∑

n=1, n 6=r

(f, ṽn)O
(

1
n

)∥∥∥∥
p

+
∥∥∥∥ k∑

n=1, n 6=r

(
f,O

(
1
n

))
ṽn

∥∥∥∥
p

+
∥∥∥∥ k∑

n=1, n 6=r

(
f,O

(
1
n

))
O

(
1
n

)∥∥∥∥
p

. (8.5)

Поскольку система {ṽn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, является ортонормирован-
ной и образует базис в пространстве Lp(0, l), то опять же в силу теоремы 6
из [19; гл. I, § 4] имеет место неравенство∥∥∥∥ k∑

n=1, n 6=r

(f, ṽn)ṽn

∥∥∥∥
p

6 const · ‖f‖p, (8.6)

где f(x) – произвольная функция из Lp(0, l).
В силу теоремы Ф. Рисса [20; гл. XII, § 2, теорема 2.8] для произвольной

функции f(x) ∈ Lp(0, l) справедлива оценка∥∥∥∥ k∑
n=1, n 6=r

(f, ṽn)O
(

1
n

)∥∥∥∥
p

6 const ·
( k∑

n=1, n 6=r

|(f, ṽn)|q
)1/q( k∑

n=1, n 6=r

1
np

)1/p

6 const · ‖f‖p, (8.7)

где q = p/(p− 1). Далее, имеем∥∥∥∥ k∑
n=1, n 6=r

(
f,O

(
1
n

))
ṽn

∥∥∥∥
p

6 const ·
∥∥∥∥ k∑

n=1, n 6=r

(
f,O

(
1
n

))
ṽn

∥∥∥∥
2

6 const ·
( k∑

n=1, n 6=r

∣∣∣∣(f,O( 1
n

))∣∣∣∣2)1/2

6 const · ‖f‖1
( k∑

n=1, n 6=r

1
n2

)1/2

6 const · ‖f‖p, (8.8)

∥∥∥∥ k∑
n=1, n 6=r

(
f,O

(
1
n

))
O

(
1
n

)∥∥∥∥
p

6 const · ‖f‖1
( k∑

n=1,n 6=r

1
n2

)
6 const · ‖f‖p. (8.9)
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Неравенство (8.4) является следствием неравенств (8.5)–(8.9). Таким обра-
зом, базисность системы {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, в пространстве Lp(0, l)
при 1 < p < 2 доказана.

Пусть 2 < p < ∞. Так как система {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, являет-
ся базисом в Lq(0, l), то в силу следствия 2 из [19; гл. I, § 4] система {un(x)},
n = 1, 2, . . . , n 6= r, является базисом в пространстве Lp(0, l). Следовательно,
система {un(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, полна в пространстве Lq(0, l). Далее, с по-
мощью вышеприведенных рассуждений аналогично доказывается базисность
в Lq(0, l) системы {un(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, что равносильно базисности
системы {yn(x)}, n = 1, 2, . . . , n 6= r, в Lp(0, l). Теорема 8.1 доказана.
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